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Introduccién

Hoy en dia las imagenes tienen un rol importante para la sociedad, cada dia las personas
tienen acceso mas directo a fotografiar un instante. Las imagenes pueden guardar momentos
con la familia y amigos, recuerdos de un viaje, toda cuenta en una red social debe tener una,
incluso pueden representar una galaxia a millones de anos luz de distancia. Por otro lado, tam-
bién pueden ser utilizadas por detectives, por ejemplo, para identificar un delincuente mediante
su huella digital, cual huella se guarda en una imagen.

El procesamiento de imdgenes es un conjunto de técnicas que se aplican a imagenes digitales
con diferentes objetivos, como resaltar o buscar cierta informacién, mejorar la calidad quitando
ruido, extraer elementos de la imagen, detectar bordes, comprimir la imagen sin perder fideli-
dad, entre otros. A su vez, en las diferentes técnicas se utilizan herramientas matematicas como
estadistica, control 6ptimo de EDP, optimizacién convexa, ondiculas, ademas de sus respectivos
modelos e implementaciones computacionales.

Retomando el ejemplo de las imédgenes de galaxias, pongdmonos en el caso que un Astréno-
mo en uno de sus dias de estudio se encuentra con un planeta o estrella, que era hasta ese
momento desconocida para la humanidad. Este cientifico, emocionado, quiere mostrar una ima-
gen de su hallazgo a sus seres mas cercanos, lamentablemente la imagen es de alta resolucion
y Gmail no permite enviar este archivo debido a su gran tamano. Seria de utilidad para el
astronomo poder guardar la imagen de alguna manera més condensada y asi enviarla inmedia-
tamente, manteniendo cierta calidad de manera que su descubrimiento pueda ser notado.

Otra problematica recurrente es que ciertas veces el dispositivo que captura una imagen pro-
duce cierto error “natural”, provocando que la imagen se vea borrosa, no se puedan diferenciar
contornos o la figura se vea difusa. Esto es muy importante, por ejemplo, en imagenes médicas,
poder dirimir de manera fehaciente si un paciente presenta alguna enfermedad o no, puede
salvar su vida.

Considerando como motivacién los problemas mencionados arriba, en el presente trabajo se
presenta la teorfa necesaria de ondiculas (en ingles wavelets) como herramienta para solucionar
estos problemas. Se muestran definiciones, resultados, demostraciones, ejemplos, todo en una
mirada a través del dlgebra lineal. Primeramente se muestran las ondiculas unidimensionales
para posteriormente introducir las ondiculas bidimensionales utilizadas en imagenes. Esta teoria
no es ficil de encontrar y normalmente no esta bien detalla, por lo que serd de ayuda para quie-
nes quieran comenzar a estudiarla. A partir de esto, se presentaran métodos de correccién y
compresién los cuales se desarrollan utilizando las buenas propiedades de las ondiculas.

Se describen dos algoritmos llamados EZW (embedded zerotree wavelet) y SPIHT (set par-
titioning in hierarchical trees), los cuales se utilizan para comprimir imdgenes y son ideados



en base a las cualidades de las ondiculas y por ende estas toman un rol importante para es-
tos procesos. Se muestran ejemplos, ilustrativos y aplicados a imagenes, ademéds de resultados
computacionales, comparandolos en tiempo de ejecucion, nivel de compresion y error.

Presentaremos dos modelos de correcciéon de imégenes, para los cuales se describiran tres al-
goritmos buscando enfrentar estos modelos. Estos métodos utilizan técnicas de optimizacion
que involucran problemas con funciones convezxas, diferenciables y no diferenciables, problemas
cuadrdticos, separacion de variables, entre otras. Se entregan también algunas herramientas
necesarias propias de la optimizacién y el analisis convexo que se emplean en estos métodos. Se
propondra un cuarto método, el cual busca acelerar la convergencia de otro, esta convergencia
se probard experimentalmente.

Finalmente se muestran algunos experimentos que vienen a aclarar dudas candénicas que sur-
gen a partir de los algoritmos propuestos, como por ejemplo cudl es mas eficiente o efectivo,
como afecta el nivel de la transformada ondicula en los algoritmos, como afecta la eleccion de
los parametros a los algoritmos, qué modelo de correccién es mejor, entre otras. Validaremos
experimentalmente el algoritmo de correccidon propuesto y se contrastard con los demaés.



Capitulo 1

Ondiculas en una dimensién

Antes de comenzar con las ondiculas en dos dimensiones es bueno tener una nocién de las
ondiculas en una dimension, las cuales estan orientadas a ondas unidimensionales como por
ejemplo ondas de sonido. Los resultados presentados en esta seccién estdan detallados con su
respectiva demostracién en [ }, para mayores detalles se recomienda revisar este texto, donde
ademads se encuentran las herramientas necesarias de algebra lineal .

1. Preliminares y definiciones en ¢*(Zy)
En lo que sigue, consideraremos
Zy ={0,1,...,N —1}.

Trabajaremos en el espacio
A(Zy) = {z = (2(0),2(1),...,2(N —=1)): 2(j) € C,0< j < N — 1}7

con la suma usual y multiplicacién usual de escalar componente a componente. Asi, £2(Zy)
es un espacio vectorial de dimensién N sobre C. Una base de este espacio es la estdandar E =
{eg,€1,...,en—_1}, donde e;(n) =1si j=ny ej(n) =0sij#n. £*(Zy) puede ser dotado del
producto interno

N—

(zow) = Y 2(k)w(k),

k=0

N-1 1/2
2]l = (Z Z(k)2> :

Como convencién, extenderemos z a todos los enteros de manera periédica, esto es:

—

con su norma asociada

z(j+ N) = z(j), para todo j € Z.

DEFINICION 1.1. Definimos Ey, E1,. .., Ex_1 € ¢*(Z,) por
1 .
Ep(n) = ——=e>™™/N para 0 < m,n < N — 1. 1.1
(n) ~ p < < (1.1)

LEMA 1.2. El conjunto {Eg, E1,...,Ex_1} forma una base ortonormal para (*(Z,,).

DEFINICION 1.3. Sea z = (2(0),...2(N —1)) € £*(Z,) . Param = 0,1,..., N —1, definimos

N-1

Z(m) = Z z(n)e2mimn/N (1.2)

n=0



4 1. PRELIMINARES Y DEFINICIONES EN ¢?(Zy)

y asi definimos %2 como
2 =(2(0),...2(N - 1)),

segin esto 2 € ¢%(Z,). La funcién " : (2(Z,) — (*(Z,), que toma z y lo lleva a % es llamada
transformada de Fourier discreta y es abreviada como DFT.

OBSERVACION 1.4. No es dificil notar, mediante la definicién, que:
2(m+ N) = 2(m) = VN(z, Ey,). (1.3)
Esto nos lleva al siguiente resultado

TEOREMA 1.5. Sea z,w € ¢*(Zy). Entonces
i. (Fdrmula de la transformada inversa de Fourier)

N-1
1 o
z(n) = i E 2(m)e?™ ™ /N paran =0,1...N — 1. (1.4)

m=0

ii. (Identidad de Parseval)

1= 1
() = 3 2miin) = () (1.5)
ili. (Fdrmula de Plancherel)
1= 1
2 _ S [2 — 2112
11" = > BRI = ~ 14l (1.6)
k=0
DEFINICION 1.6. Para m = 0,1,..., N — 1, definimos F,, € ¢*(Zy) por
1 ,
F..(n) = NeQ”Zm"/N, paran=0,1,...,N — 1. (1.7)

Sea,
F={Fy,F,...Fy_1}.

Llamaremos F a la base de Fourier de (?(Zy).

OBSERVACION 1.7. Por la definicién 1.1 podemos notar que F,, = N'/2E,,, por esto, F es
en efecto una base ortogonal. Ademas se tiene
N—1

2= &m)Fp. (1.8)
m=0

Esto nos dice que la representacién en base de Fourier de un vector z es Z, es decir
z= [Z]F

La férmula de inversién 1.4 sugiere que la transformacién de Fourier es una funcién biyectiva
y por ende invertible.

(w(0),...,w(N —1)) € ¢*(Z,), definimos

DEFINICION 1.8. Para w =
N-—1
m

1

w(n) = i Z w(m)e™™ /N paran =0,1,...,N — 1, (1.9)
=0

y asi
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La funcién “: £2(Z,,) — €*(Zy,) es la transformada de Fourer discreta inversa, abreviada IDFT.
DEFINICION 1.9. Sea z € (*(Z,,) y k € Z. Definimos
(Rkz)(n) = z(n — k) para n € Z.
Llamamos Ry z la traslacién de z en k unidades.
LEMA 1.10. Sea z € (*(Z,) y k € Z. Entonces para cualquiera m € 7Z,
(Riz)(m) = e 2mmkE/N 5(1p).
DEFINICION 1.11. Para z € ¢?(Z,,), definimos Z como

zZ = (2(0),...,2(N = 1)),

esto es, zZ(n) = z(n).

LEMA 1.12. Para z € (*(Zy,)

(Z)(m) = 2(=m) = 2(N —m),
para todo m € Z.

DEFINICION 1.13. Para z,w € (*(Z,), la convolucién z x w € €*(Z,) es el vector con
componentes

para todo m.

LEMA 1.14. Sean z,w € (*(Z,). Entonces para cada m se tiene
(z+m)(m) = 2(m)w(m).
Diremos que un vector z € £2(Z,) es localizado en el espacio cerca de ng si la mayorfa de
sus componentes z(n) son cero o relativamente pequetias, a excepcién de algunos valores de n
cercanos de ng. Como veremos mas adelante, esta idea de localizacion es una propiedad impor-
tante. Por ejemplo, la base de Fourier F;,, no es localizada en el espacio ya que sus componentes
tienen igual magnitud, 1/N, para cada n € Z,.

DEFINICION 1.15. Para cada w € ¢%(Z,,), definimos w € ¢*(Z,) por:

w(n) = w(—n) = w(N — n) para cada n. (1.10)

Llamaremos w la reflexion conjugada de w.

No es dificil notar que para cada n se tiene
(w)(n) = w(n). (1.11)
LEMA 1.16. Sean z,w € (*(Zy,,). Para cualquier k € 7Z,

z*w(k) = (z, Rw) (1.12)

zxw(k) = (z, Rpw). (1.13)
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Este lema propone la siguiente idea. Sea w € (%(Z,) tal que B = {Rkw}sz_o1 es una base
ortonormal de ¢?(Z,,). Entonces los coeficientes de la expansién de un vector z en términos de
B son los productos internos (z, Riw) y por ende

[2]p = z*w

debido a la primera ecuacién del lema anterior, asi [z]p puede ser obtenido de manera répida
mediante la transformada répida de Fourier (revisar [1] pagina 151), debido a esto es de gran
conveniencia pensar en las propiedad de una base localizada en frecuencias, es decir en el
dominio de Fourier.

LEMA 1.17. Sea w € (*(Z,). Entonces {Riw}r_, es una base ortonormal para (*(Z,) si
y solo si |w(n)| =1 para todo n € Z,.

Esta condicién parece ser simple y beneficiosa pero se aleja de nuestra intension de obtener
una base localizada. Por esta razon surge la siguiente definicién, en busca de acercarnos a estas
dos 1tiles propiedades.

DEFINICION 1.18. Suponga N un entero par, digamos N = 2M para algin M € N. Una
base ortonormal de ¢?(Z,) de la forma

{Ropu} 5t U{Ropv )yt

para u,v € (*(Z,), es denominada base ondicula de primera etapa para ¢?(Z,). En lo que sigue
se caracterizard el par u,v de manera que genere una base ondicula de primera etapa.

LEMA 1.19. Sea M € N, N =2M, y 2z € (*(Zy). Si definimos z* € (*(Z,,) por
2*(n) =)(—=1)"2(n) para todo n. (1.14)
Entonces
(z*)(n) = 2(n + M) para todo n. (1.15)

LEMA 1.20. Supongamos M € N, N = 2M, y w € (*(Zy). Entonces {Rarw} oty es un
congunto ortonormal con M elementos si y solo si

[w(n)|? + [w(n+ M)|> =2 paran=0,1,...,M — 1. (1.16)
DEFINICION 1.21. Sea M € N, N = 2M, y u,v € (*(Zy). Para n € Z, definimos A(n), el
sistema de matrices asociado a wu, v por

_ L an) o(n)
A =75 i+ M) o(n+ M) (1.17)
TEOREMA 1.22. Supongamos M € N, N = 2M. Sean u,v € (*(Zy). Entonces
B = {Ropu};ly" U{Rav Lo

es una base ortonormal para €*(Zy) si y solo si el sistema de matrices A(n) de u,v es unitario
para cadan =0,1,..., M —1. Equivalentemente, B es una base ondicula de primera etapa para
(?(Zy) siy solo si

[a(n)|? + |a(n + M) > = 2, (1.18)
[o(n)* + [o(n + M) = 2, (1.19)

)
a(n)o(n) + a(n+ M)i(n + M) =0, (1.20)

para todon =0,1,..., M — 1.
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EJEMPLO 1.23. Base de Shannon de primera etapa. Sea N divisible por 4. Definimos u, v €
*(Zy) por

. V2 s on=01,.... 8 16n=3" 3N 11  N-1
u(n)-{ Lon=0L g o 1Sn=S0 ’ (1.21)
0 S1 'I’L:I,Z'i-l, ,T—l,
Y N 3N 3N
. 0 si n=0,1,....,.%—-16n=2*x2>24+1...N—-1
v(n)z{ =0l m10n =0 41, ’ (1.22)
\/5 S1 TL:Z’Z—Fl,,T—

Usando el teorema anterior se puede concluir que {Ropu}p ! U{Roxv}i’,* es una base orto-
normal.

LEMA 1.24. Sea M € N, N = 2M, y u € (*(Zy) tal que {ngu}f:[:f)l es un conjunto

ortonormal con M elementos. Si definimos v € £2(Zy) como
v(k) = (=1)* " tu(l — k) (1.23)

para cada k. Entonces {Ropu}po' U{Roxv}als! es una base ondicula de primera etapa para
?(Zy).

Ahora que tenemos la base ondicula de primera etapa y podemos llevar un vector z € £2(Zy)
a coordenadas en esta base, de manera rapida por medio de la igualdad
z* 0(0)

z*f)(]:\f—Q)

Bl =", a(0) (1.24)

| 2 * a(N —2)]

Definimos a continuacién dos operadores que se utilizaran en lo que sigue.

DEFINICION 1.25. Sea M € Ny N = 2M. Definimos D : (*(Zy) — ¢?(Zy;) para z € £2(Zy)
por
D(z)(n) = z(2n), paran=20,1,...,M — 1. (1.25)

El operador D es denominado downsampling.

Este operador permite dejar solo las componentes que se utilizaran de los vectores z % 0, z *
para juntarlas y asf formar [z]|p

DEFINICION 1.26. Sea M € Ny N = 2M. Definimos U : (?(Zy;) — €*(Zy) para z € £2(Zyr)
por

0 si m es impar.

U(2)(n) = { z(n/2)  si  nes par, (1.26)
El operador U es denominado upsampling.

Como se ha mencionado anteriormente, buscamos aprovechar la propiedad de localizaciéon en
el vector [z]p y asi eliminar las componentes que son cercanas a cero, esto para mantener la
mayor cantidad de informacion relevante y quitar la menos importante. Asi es posible ahorrar
espacio pensando en almacenar esta informacién en un dispositivo. Luego de esto, es necesario
volver a nuestras coordenadas originales para asi mostrar la informacién como se debe.
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El siguiente esquema muestra estos procesos, donde se propone encontrar §,¢ de manera que
permitan recuperar el vector z de manera exacta. | 2 representa el operador downsampling y
1 2 representa el operador upsampling.

2% D D(z*7) U(D(z %)) t«U(D(z * 1))
*0 12 12 «t
[ A— >
i z U(D(z*1u $xU(D(z*1u
il zx @ 12 D(zxa) 1o (D(z = u)) . $xU(D(z xu))
Fase de andlisis Fase de sintesis

FiGuRrA 1. Proceso de transformacién y reconstruccion de una senal mediante ondiculas.

El siguiente resultado nos proporciona la caracterizaciéon de ¢t y s para tener reconstruccion
perfecta.

LEMA 1.27. Sea M € N, N =2M y u,v,s,t € £*(Zy). Paran =0,1,...,N — 1, sea A(n)
el sistema de matrices para u y v. Entonces se tiene reconstruccion perfecta mediante el proceso
de la figura (a), esto es,

txU(D(z+0)) +5+xU(D(zx@)) = 2

para todo = € (2(Zy), si y solo si
i) -1

para todo n = 0,1,...,N — 1. En el caso que A(n) es unitaria, se tiene que t(n) = o(n) y
3(n) = a(n). Si A(n ) es unitaria para todo n entonces t =0 y s = .




Capitulo 2

Ondiculas en Imagenes

Una imagen en un computador cualquiera puede ser tratada como una matriz o arreglo
de nimeros donde el tamano de esta dependerd de las dimensiones de la imagen. Por ejemplo,
una imagen de 256 x 256 pixeles reportarda una matriz del mismo tamano. Es por esto que se
necesita extender la nocién de ondiculas a dos dimensiones, para ello se trabaja en el espacio

2
Y4 (ZNl X ZNQ).

1. Preliminares y definiciones en (*(Zy, x Zy;,).

Trabajaremos las ondiculas en dos dimensiones en el espacio
C(Zn, x Ln,) = {z = [2(i,5)] 1 2(5,j)) €C,0<i <M, 0< 5 < Nz}-

El cual es un C-espacio vectorial con la suma componente a componente y multiplicacién por
escalar usual. Se puede dotar del producto interno, para z,w € (*(Zy, X Zn,)

Ni—1Np—1

(z,w) = Z Z z(ny, no)w(ng, na). (1.1)

n1:0 n2:0

n2€EZLN,

i€y, COMO

Podemos considerar la base {en, n,}

. 1, sit=mn1,j =na,
en1na (1 5) = { 0, en otro caso. (1.2)

de donde se desprende que £2(Zy, x Zy,) es Ny - No dimensional.
PROPOSICION 2.1. Sea {By,...,Bn,-1} y {Co,...,Cn,_1} bases ortogonales (ortonorma-

les) de (*(Zy,) y {*(Zn,) respectivamente. Para 0 < my < Ni—1 y0 < mg < No—1 definimos
Dy iy € 2(Zn, X Zn,) por

Dm1,m2 (nhnz) = Bml (nl) ’ sz (’I’Lg) (13)

mo€ZN,

micZy. €5 Una base ortogonal (ortonormal) de

De acuerdo a esta definicion D = {Dyp, m, }
EQ(ZNl X ZNQ).
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Demostracion. Sean 0 < mq,k; < N7 — 1y 0 <mg, ke < Ny — 1, notemos que
Ni1—1No—1

<Dm1,m27Dk1,k2>€2(ZNl XLny) — Z Z Dmu‘fﬂz(nhnQ)Dk1,k2(n17n2)
’I’L1:0 71,2:0
Ni—1Np—1

= 3" " By (11)Cra (n2) By, (12) Ciy (n2)

ni =0 na =0

Ni—1 No—1
= Y B, (n1)Bi, (n2) Y Crmy(n2)Ch, (n2)
n1=0 no=0

= <Bm1’Bk1>€2(ZN2) : <Cm270k2>ﬁ2(ZN2)
= 5m1,k1 ’ 6m2,/€2

_ 1, si m1:k17m2:k27
“ 1 0, en otro caso.

Esta ultima igualdad nos dices que tenemos N1 - N2 elementos ortogonales y de norma 1 (en
el caso que las bases sean ortonormales) por ende el conjunto D es una base ortonormal. |

En este caso se especificé el producto interno correspondiente a cada espacio, en lo que si-
gue se omitird esta especificacion.

De acuerdo a este resultado, naturalmente se define:

. . z
DEFINICION 2.2. Definimos la base E; = {Eml,mQ}ziZZi, de (?(Zy, % Zn,) como
1 . .
Emhﬂ"bz (nl> 712) = meQﬂzmlnl/Nl €2Tmm2"2/N2 = Eml (nl) : Emz (n2>

m2€EZN,

mi€Zn, como

Anélogamente la base de Fourier, F' = {F,,,, m,}

1

Fm1,m2 (nh n2) = me}”mml /Nl 627”;7"2”2/1\/2 = le (nl) ’ sz (nQ)

Se sigue de la proposicién anterior (mds observacién 1.4) que estos conjuntos son efec-
tivamente una base ortonormal y ortogonal respectivamente. A continuacién extendemos la
transformada de Fourier discreta a dos dimensiones.

DEFINICION 2.3. Para z € (?(Zy, x Zy,) definimos 2 € (*(Zy, x Zy,) como
Ni—1Ny—1

Z(m1,mg) = Z Z z(ny, ng)e” 2rimamy /N g=2mimana [Nz (1.4)

ni =0 no =0
La funcién™: £2(Zy, x Zy,) — €*(Zn, x Zn,) que a z le asocia 2 es denominada la transformada
de Fourier discreta en dos dimensiones.

PROPOSICION 2.4. La transformada de Fourier discreta en dos dimensiones en una funcion
biyectiva.

Demostracion. Basta notar que

- _ [ 1/(NiNz),  simy=mny,my =ns,
Finyma (nlvn?) - { 0, en otro caso.

Por lo tanto la transformada de Fourier discreta en dos dimensiones lleva base ortogonales en
bases ortogonales. |



CAPITULO 2. ONDICULAS EN IMAGENES 11

Al igual que en una dimensién z € ¢?(Zy, x Zy,) se puede extender para todo (ny,ny) € Zx7Z
con periodo N7 y N> para la primera y segunda variable respectivamente, esto es,

Z(TL1+N1,TL2+N2) :Z(nl,ng). (15)
Ya que la transformada de Fourier discreta en dos dimensiones en una funcién biyectiva es
natural pensar en su transformada inversa.

DEFINICION 2.5. Para w € (?(Zy, X Zn,) definimos w € ¢*(Zy, x Zn,) como

N;—1 No—1
2 N- 2 N.
E E ml’ m2)6 miminy /N1 27wimans/ 2 (16)

ml—O mo= 0

1
N1 Ny

w(ng,ng) =

La funcién “: £2(Zy, x Zn,) — (*(Zn, X Zn,) que a w le asocia W es denominada la transfor-
mada inversa de Fourier discreta en dos dimensiones.

Veamos que efectivamente esta transformacién hace honor a su nombre.

PROPOSICION 2.6. Para z € (*(Zn, X Zn,) tenemos (2) = 2z

Demostracién.
(2)(n1,n2) =
1 Ni—1No—1
_ (é(ml,m2))eQﬂ'z’mlnl/N1€27r'Lm2n2/N2
AP

N1—1Ny—1

_ 1 2 : 2 : z : 2 : k‘l,k}Q —27rim1k1/N16—27rim2k2/N2 627rim1n1/N1627rim2n2/N2
N1 Ny

k1=0 ko=0
Ni—1No—1
§ g k:1>k2 (Skl miy 6k2 mo

k1=0 ko=0

1
A
1
= NlNQ Z Z z(nl,nz)

= z(n1,n2)
|
Revisemos ahora una propiedad interesante.
PROPOSICION 2.7. Sean w, z € (*(Zn, X Zn,) entonces
1
Z,w) = — (2, W 1.7
() = 57 (2 0) (17)

Demostracién. Primero notemos que
N;—1 No—1
<Z7En17n2> = E E z(m1,ma) nhnz(ml’m?)
mi1= OmQ 0

Ni—1 No—1

1 ) .
2miminy /N1 2mimana /N:
E E ml,’lﬂg We in1/ le am2/Na

14V2

mi= 01’n2 0

= Z(nl,ng) 1/ N1N2
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Ahora, como E es una base ortonormal, la identidad de Parseval del dlgebra lineal nos pro-
porciona la primera igualdad, luego, utilizando lo mostrado arriba se sigue que

Ni—1Nz—1

Z Z By ina) (W, Enyina)

n1=0 no=0

Ni—1Nx—1

= Z Z N1N2z (n1,n2)m

n1=0 n2=0
= N1 Ny (2, w').
Tomando 2’ = 2, w’ = W tenemos
(2,10) = N1 No(z,w)

y el resultado se sigue. |

DEFINICION 2.8. (Convolucidn en dos dimensiones.) Sean z,w € (*(Zy, x Zn,), la convo-
lucién z * w entre z y w es el vector con componentes

N—1 N—2
z*xw(my, ma) Z Z (m1 — n1,ma — na)w(ny, na), (1.8)

ny= O’I’Lg 0

para cada mq, ms.

Revisemos algunas propiedades que se cumplen para la convolucién en dos dimensiones.

PROPOSICION 2.9. (Conmutatividad de la convolucién.) Sean z,w € (*>(Zy, X Zy,) enton-
ces se tiene
ZHRW=W* 2. (1.9)

Demostracién. Considerando el cambio m; —n; = k1 y mo — no = ko y la periodicidad de z
N—1 N-2
zxw(my,mg) = Z Z z(my —ny,ma — ng)w(ng, ng)
n1=0n=0
mi1—N—1mo—N—-2

Z Z z(k1, ko)w(ma — ki, ma — k2)

ki=mi1  ka=mo

N—1N-2

= E z(k1, k2)w(my — ki, ma — ko)
k1=0 ko=0
N—1N-2

= w(my — ki, mo — ka)z(ki1, ko)
k1=0 ka—0

S

* z(my, ma).
|
Verifiquemos ahora que el buen comportamiento de la transformada de Fourier con la con-
volucién se mantiene en dos dimensiones.
PROPOSICION 2.10. Para z,w € (*(Zn, x Zn,) y cada my1, my enteros se cumple que

(z % w) (my, ma) = 2(my, ma)w(my, my). (1.10)
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Demostracion. Se utilizara el cambio n; — k1 = ¢1 y no — ko = ¢35 y bajo la periodicidad de z
(anélogo a la demostracién anterior) se cambian los indices en la suma correspondiente.

(zxw)(my,mg) =
N1—1N3—1
— Z Z (Z * w)(nl, n2)6727rim1n1/N16727rim2n2/N2
n1=0 ny=0
N1—1N3—1 (Nl N-—-2

=2 2 (2> Am —kth—kQ)w(km)) e /Ny g 2mimana /Ny

TLl:O n2:0 kl_O kz_o

N1—1N3—1 1 N-2
3 (S o bt )

n1:O n2:O k1—0 kz_O
—27rim1(n1—kl)/Nle—27r'im2(n2—kg)/Nge—QTriml k1 /Nle—Zﬂ'imgkz/Ng

e
N—-1 N-2
_ w kla k2)6727r7,'m1k1/N1 6727Tim2k‘2/N2.
k1=0ko=0
Ni—1Nx—1
< Z Z z(m _ k17n2 _ k2)e—2ﬂim1(n1—k1)/N1e—27'rim2(n2—k2)/N2>
n1=0 ny=0
N—-1 N-2
— w(kl, kz)e—Qm'mlkl/Nle—Zﬂimgkg/Ng_
k1=0 k=0

Ni—1Na—1
E § 617€2 —27Tim1€1/N1e—27rim2€2/N2

£1=0 £2=0
= Z(my, m2)W(my, ma).

A continuacién definimos el operador de traslacién para caso bidimensional.

DEFINICION 2.11. Denotaremos por Ry, k.2 alatraslacién de z en k; unidades en la primera
componente y ko unidades en la segunda componente, esto es

Ry ko 2(n1,m2) = z(n1 — ki,n2 — ko). (1.11)

Otra definicién importante y util para nuestro propésito es la de reflexion conjugada.

DEFINICION 2.12. Para z € (2(Zy, x Zy,) definimos w(z) € ¢*(Zy, x Zy,) por

w(ni,na) = w(—n1, —n2) = w(Ny — n1, Na — na), para cada nq,ne enteros. (1.12)

Denominamos a w la reflexion conjugada de w.
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Notemos que

N;—1Ng—1
(1]})‘(774//12) _ Z Z kl,kQ 727Tik1n1/N16727rik2n2/N2

k1=0 ko=0
Ni—1No—1

_ Z Z ’lU(Nl — k17N2 — k2)e—27rik:1n1/N16—27rik2n2/N2
k1=0 ko=0
Ni—1Ng—1

_ Z Z w(Ny — o, N2 — k2)e—27rik1n1/N1e—27rik2n2/N2eQwiNlml/NleQWiNng/Ng
k1=0 ko=0
Ni—1Ng—1

Z Z w(Nl — k1, Ny — k2)627”'(N1—kl)nl/NleQWi(Nz—k2)n2/N2
k1=0 ko=0

= 1?)(111, ng)
Por lo tanto hemos probado que
LEMA 2.13. Para w € (*(Zn, x Zy,) se tiene
(u?)A(nl, TLQ) = w(nl, TLQ). (113)

Presentamos el siguiente Lema pensando en expresar un vector z de manera eficiente en
ciertos tipos de bases.

LEMA 2.14. Sean z,w € (*(Zn, X Zn,). Para cualquiera ki, ko enteros se tiene

z % W(k1, k2) = (2, Rk, kW) (1.14)
Y
Z*w(khk‘g) = <Z,Rk1}k27f]>. (115)
Demostracién. Por definicién
Ni—1Ny—2

(2, Riy ko) = DY 2(n1,n2) Ri, gy w(nn, na)

n1=0 no=0
lel N2 2

g E z(n1,n2)w(ny — ki,ne — ka)
ny= 0 nog= 0
Ni—1Ny—2

g E n1,n2 kl*nlka*HQ)
ny= 0 nag= 0

= W * Z(kl, k2)
= Z* ’lI)(kl, ]{iz)

La segunda igualdad surge del hecho que w = w. |

Similarmente al caso unidimensional, buscamos una base que sea de frecuencia localizada (para
tener la informacién concentrada en algunos vectores de la base) y asi aprovechar las propie-

dades de la convoluciéon y la transformada de Fourier vistas hasta ahora. Si tenemos una base
de la forma {Rnl,nzw}Zi§z§2 podemos aprovechar que [z]p = z * @, esto debido a la iden-
tidad de Parseval y el rebultado anterior. Lamentablemente, de igual manera que en el caso

unidimensional tenemos los siguientes resultados.
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n2 €Ly
n1€Zm,y

LEMA 2.15. Seau € (*(Zn, X Zn,). Entonces { Ry, n,u}
de My - Ms si, y solamente si,

es un conjunto ortonormal

]., Sik1:k2:0,

(s By 1) = { 0, en otro caso. (1.16)

no€Zm,

es un conjunto ortonormal entonces
n1€Zny

Demostracién. Notemos primero que si {R,,, n,u}

1, sik;=s1yks=s2,
(R a0t By e 1t) = { 0, en otro caso
, .

para todo s1,k1 € Zpr, ¥ S2,ka € Zyy,, en particular para s; = sg = 0.

Para la implicancia en el otro sentido consideremos s; — ky =n1 y s2 — ko = no
M;—1 My—1
/ I /! !
<R81752u’Rk1,’€2u> = E E RSl,Szu(nl’nQ)Rk17k2u<n17n2)
ni=0 n,=0
M;—1 My—1
o /A /A
= E E Ry ks not ko w(ny, mg) Rigy ky u(ny, ng)
ni=0 n4,=0
M,—1 Ms—1
_ A /A
= E E Ry, ks (Rnhnzu(nl’ n2) : u(nla 712))
ni=0 n,=0
M;—1 My—1
o A /A
= E E Ry, nyu(ny, ny) - u(ng, ny)
ni=0 n4,=0
1, sing=ny=0,
0, en otro caso.
Como observacidn, se sacé la traslacion Ry, r, de la expresién pues estamos sumando sobre todos
los términos, por lo tanto, la traslacién sélo produce un cambio en el orden de los sumandos.

Si ny = ny = 0 tenemos que s; = k1 y So = ko por lo que
1, Sl I{; =8 k = S9,
(Rs, 55U, Rigy o) = { 1 1V ko 9

0, en otro caso.
y asi el conjunto es ortonormal. |

n2€ZN,

meLy, €5 Una base orto-

PROPOSICION 2.16. Sea w € ¢*(Zy, X Zn,). Entonces { Ry, n,w}

normal de (*(Zn, x Zn,) si y solo si [w(n1,n2)| =1 para cada (n1,n2) € Zy, X Zn, -

Demostracién. Del Lema (2.15) tenemos que

<’LU, Rn1,7L2w> = {

ademds sabemos que (w, Ry, n,w) = w * W(nq,n2) del Lema 2.14 por lo tanto si aplicamos la
transformada de Fourier tenemos (w * @) (n1,n2) = 1 para todo (n1,n2) € Zy, x Zy, entonces,
utilizando el resultado 2.13 tenemos

1, sin; =ng =0,

0, en otro caso. (1.17)

1= (w*d)(n1,n2) = w(ny,n2) (@) (n1,n2) = w(n1,n2)w(ni, ng) = [w(ng, no)>.
|

El resultado anterior nos aleja de obtener una base con las propiedades de localizacién en
frecuencia, por esto debemos seguir en busca de una base que se acerque a aquellas propiedades.
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DEFINICION 2.17. Sean M;, My € Ny Ny = 2M;, Ny = 2M,. Sea z € (*(Zy, X Zn,),

definimos z*, z** y 2*** como

2" (n1,n2) = (=1)" 2(n1,n2),
2" (n1,n2) = (=1)"2(n1, na),
2% (n1,ng) = (—1)”1+"2z(n1,n2).

De acuerdo a esto no es dificil notar que

4z(n1,n2), simni,ng son pares ,

* $k sokk
2(n1,n2) + 2(n1,m2)" + 2(n1,m2) ™ + 2(n1,m2) ™ = { 0, en otro caso.

(1.18)
Ademds se tiene que
(2*)(n1,n2) = 2(ny + My, ny), (1.19)
(2")(n1,n2) = 2(n1, ng + My), (1.20)
(") (n1,n2) = 2(n1 + My, n2 + Ma). (1.21)
Esto ultimo pues
lel Nz*l
(Z*)(Tll,ng) — Z Z 2 % (kl,k2)672ﬁlk1n1/N1e*Qﬂ"lk‘zTLz/NQ
k1=0 ko=0
N1 1N2 1
_ Z Z kl k2) —27rik1n1/N18—27rik2n2/N2
k1=0 ko=0
N1—1 Nz—l
— Z Z e—iﬂ'klz(khkz)e—Qﬂ'iklnl/N1e—ZTrikgng/Ng
k?1:0 k2:0
Ni—1Np—1
= Z Z (1, kg )e™2mik1(ma+M)/Ny o=2mikana /Ny
k}l 0 k}2 0

= 72'(111 + Ml, TLQ).
Anadlogo para los dos casos restantes.
LEMA 2.18. Sean My, My € N y Ny = 2M;, Ny = 2My. Si tomamos w € €*(Zn, x Zy,) el

n2 €L,

es un conjunto ortonormal con My Ms elementos si y solo si
n1€ZLny

conjunto R = {Rak, 2k, W}
[ (n1,m2)[* + [(ny + My, no) |? + [ (1, no + Ma)[* + [w(ny + My, no + Ma)|? =4 (1.22)
para ny € Zn, y na € Zn,.
Demostracion. Sabemos del Lema 2.15 que R es ortonormal si y solo si
w * ﬁ)(thl, 2/€2) = <U), R2k1,2k2 w)

o 1, si k‘l, k‘g = 0,
“ 1 0, en otro caso.

Ademas sabemos de la ecuacién 1.18 que
w* W(ny,ng) + (w*w)*(n1,ne) + (w* W)™ (n1,ng) + (w* w)***(n1,n2)

[ dwxw(n1,ng), simng,ng son pares,
0, en otro caso.
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Juntando esto tenemos que la primera ecuacién se cumple para valores pares si y solo si

4, si kl, kg = 0,

(w* W+ (w*W)" + (w* W)™ + (w* W) )(2/{1,21@){07 en otro caso.

Para valores impares de ny, ng, (w*w+ (w*w)* 4+ (w *@)** + (w *w)***)(n1, ne) es automati-
camente cero. Entonces la primera ecuacion se cumple si y solo si

(ww+ (w*w)* + (wxw)*™ + (w*w)™) = 44.

Aplicando la transformada de Fourier obtenemos, para cada ny,no,

( b+ (w @) 4 (w* D)™ + (w* D)) (n1,ng) = (46)A(n17n2)

(w* @) + ((w*@)") + ((w* D)) + ((w D)) (n1,n2) = 4

<
<~ w(nl,nz)@(n17n2)+w(n1 +M1,n2)1b(n1 +M1,n2)

+ w(ni,n2 + M2)w(ni,n2 + M) +w(ni1 + Mi,ne + Ma)w(ny + M1, ne + M) =4
== |1f)(n1,n2)|2 + |1D(n1 =+ M1,n2)‘2 =+ |1Z)(n1,n2 =+ M2)|2 + ‘71)(77,1 + M1,’I’LQ —+ M2)|2 = 4.

Estas equivalencias debido a la periodicidad de w y a las ecuaciones 1.19 a 1.21. ]

TEOREMA 2.19. Sean ug,u1,uz,us € €*(Zn, x Zn,). Sea A(ni,n2) una matriz cuya m-
esima fila es

U (n1,n2)
1 ﬁm(nl + Ml TLQ)
1 ) 1.23
2 Um (N1, N2 + M>) (1.23)

U (n1 + My, ng + M)

para m = 0,1,2,3. Entonces el conjunto

3

no€Z
U= U{R2n172nzui}nfezgi
i=0

es una base ortonormal de (*(Zn, x Zn,) si, y solamente si, A(n1,n2) es unitaria para todo
ny=0,1,...,M; —1 y todong =0,1,..., My — 1, con 2M; = N1 y 2M5 = Ny enteros.

Demostracion. Verificaremos que

<R2n1 2n2ui7R2k1 2k2uj> = { 17 o nl - k17n2 B kQ’Z B ]’

’ ’ 0, en otro caso,
para j,i = 0,1,2,3, n1,ky = 0,...,My y no, ko = 0,...,M; , es equivalente a que nuestras
matrices A(n,ng) sean unitarias. De Acuerdo a los resultados de &dlgebra lineal sabemos que
para que una matriz sea unitaria es necesario y suficiente que cada columna tenga norma uno
y entre si sean ortogonales. Cada columna tiene norma uno si

1 1/2
(5 (|ﬁm(n17n2)|2 + [t (n1 4+ M1, m2)|2 + |m (n1,n2 + M2)|? + |Gm (n1 + M1,n2 + Mz)lz)) =1

cual resultado es equivalente a nuestro Lema 2.18 por lo tanto resta verificar que
. 1, si nlzkl,ngzkg
(Rany 2ngtis Roky 20 U5) = { 0, en otro caso,
para 7,1 = 0,1,2,3, n1, k1 = 0,...,My y no,kes = 0,...,M; con j # i. Andlogamente a la
demostracién del Lema 2.14 esto es equivalente a

]., si kl, kg =0
(ui, Roky 2k U5) = { 0, en otro caso,
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para j,i = 0,1,2,3, ky = 0,...,My y ko = 0,...,M; con j # i. Esta expresién a su vez es
equivalente por el Lema 2.14 a u; * @;(2k1, 2ks). Por lo tanto si i # j se tiene (para los valores
impares de ny,ny la expresion es autométicamente cero por la ecuacién 1.18)

(i * 10 +(U1*UJ) (wi 105) ™ + (uq % 105)"*) (n1,m2) = 0
(i 1i) + ((us )+ ((a#1iy) ™) A+ ((wa % 105)"*)) (01, n2) = 0
ul(nl,n2)u3(n1,n2) G (n1 + Mi,n2)a;(n1 + My, n2)

+ 4i(n1, n2 + M2)u;(n1, ne + M2) + 4i(n1 + M1, ne + Ma)a;(n1 + M1, n2 + M) = 0.

+v+

—
—

—~

Esta ultima igualdad nos dice que las columnas son ortogonales y asi tenemos la equivalencia. B

PROPOSICION 2.20. Sean My, My € Z,2M; = N1,2M, = N». Supongamos que {ngvl}ﬁ;glu
{ngul}é\ggl es una base de ondiculas de primera etapa para €>(Zy,) y {ngvg}gialu{ngug}ﬁial
es una base de ondiculas de primera etapa para (*(Zy,). Si definimos

(n2),
) - va(na2),
n1) - uz(n2),
) - uz(n2)

s u2({n2),

Entonces
€z
U{Ran 2rawid s ez (1.24)
i=0
es una base ortonormal de (*(Zy, X Zn,).
Demostraciéon. Notemos que
Rok,y 2k, wo(n1,n2) = wo(ng — 2k1, no — 2ks)
= Ul(nl — 2]61) . ’UQ(TLQ — 2]€2)
= Rag, v1(n1) Rag,v2(n2).

Realizando lo mismo para el resto de los vectores, el resultado se sigue de la proposicién 2.1. B

Extendemos a continuacién los operadores D y U a dos dimensiones.

DEFINICION 2.21. Dados My, My &€ Z, 2M; = N;, 2My = N,. Definimos el operador
D :3(Zy, X Zn,) — *(Zpg, X Zg,) Namado downsampling para z € (2(Zy, X Zy,) por

D(2)(ky, k2) = 2(2k1, 2k) (1.25)

DEFINICION 2.22. Dados My, M, € Z, 2M; = N;, 2My = N,. Definimos el operador
U: 03 (Zy, X Zyr,) — (Zn, % Zn,) Namado upsampling para z € £2(Zys, X Zag,) por

ki B2y s kg, ko son pares

_ Z(7a 5
U(2) (kv ko) = { 0, en otro caso. (1.26)
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OBSERVACION 2.23. Bajo estas definiciones no es dificil comprobar que

U(D(2)) = i (242" + 2 + 2) (1.27)

Siguiendo la misma idea que en una dimensién, buscamos aprovechar la propiedad de loca-
lizacién en el vector [z]p v asi eliminar las componentes que son cercanas a cero conservando
la informacién que es relevante. Luego de esto queremos tener nuestro vector z nuevamente en
la base original.

El siguiente esquema muestra estos procesos, donde se propone encontrar sy, S, S2, y Sz de
manera que permitan recuperar el vector z de manera exacta, | 2 representa el operador down-
sampling y 1 2 representa el operador upsampling.

2z * 1o D(z * 1) U(D(z % 1u9)) 50 * U(D(z * ig))
*1( 12 12 *50
iy Z % Uy 12 D(z*1y) 12 U(D(z *1uy)) *3 51 *U(D(z * 1))

2 —-—] — Z
wig | 2F82 | o |DExi)| po |UDEx ) | 45 | S2*UDEx0)
v 7 7 i 33 % U(D(2 * s
il z % U3 12 D(z = ug) +2 U(D(z *us)) *53 83 % U(D(2 * u3))
Fase de andlisis Fase de sintesis

FiGurA 1. Proceso de transformacién y reconstruccion de una imagen me-
diante ondiculas.
Para este propédsito se tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 2.24. Para las matrices A(ny,ns) definidas en el teorema 2.19 tenemos recons-
truccion perfecta mediante el esquema anterior, esto es

3
Z§j xU(D(z x 1)) = z, (1.28)
j=0
st y solamente si
§0(TL1,TL2) 2
A(na, ns) - 222123 =10l (1.29)
33(711,712) 0

para cada ny,ne. Ademds, si A(ni,ng) son unitarias tenemos s; = ;.

Demostracién. Como notamos en la observacién 2.23 tenemos que

U(D(z witg)) = 32wy + (2 5)" + (22 85" 4 (2 % 8)"™)
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utilizando la transformada de Fourier y las ecuaciones 1.18 a 1.21 esta ecuacién es equivalente
a

~ 1., ~— 7 % ~ = A N
U(D(Z * Uj))(n1,’l’L2) = 1 [2’1 (’I’Ll, ng)u]- (’I’Ll7 ng) + zi(nl + Ml, 7'L2)Uj(n1 + M17n2)

+ Zi(na, 2 + Ma)ii;(n1, n2 + Mz)

+ Zi(n1 + My, n2 + M2)G;(n1 + My, na + Mz)]

para cada ny € Zy,,n2 € Zn,

Notemos que por los resultados 2.10 y 2.13 tenemos la igualdad

8j - U(D(z * u5)) (n1,n2) = (5 * U(D(z * @))) (n1,n2).

Por lo tanto, multiplicando la igualdad previa por ?j(nl, ngy), utilizando la igualdad anterior y
sumando en j tenemos:

(85 * U(D(z x 45))) (n1,m2) =

e

-

0

3
|:Z 3j(n1,mn2) - <2i(n1,n2)ﬁj (n1,n2)
j=0

J

+ zi(n1 + My,n2 + M2)i;(ny + M1, n2 + Ma)
+ Zi(n1,n2 + M2)dj(ni,ng + M2) + 2;(n1 + My, n2)d;(ny + M17n2))]

3
[2(n1,n2) > 3i(n1,n2)dj(n1, na)

=0

| =

M

+2(n1 +M1,7L2) §j(n1,n2)1[j(n1 +M1,TL2)

=0

<
Il

+ 2(n1, n2 + Ma) 3j(n1,n2)uj(n1,n2 + M)

B

<
Il
o

M

+ 2(n1,n2 + Ma) 3j(n1,n2)uj(n1 + My,n2 + M)

j=0

<
Il

donde esto ultimo es igual a Z(ny,ns) si y solamente si

§j(n1,n2)u}-(n17n2) = 4

.
w | Mw
o

éj(nl,ng)lij(nl -+ Ml,ng) = 0

<.
(e}

w |l

éj(nl,n2)1ij(n1,n2 + Mg) = 0

<.
(=)

w

§j(n1,n2)uj(n1 + My, ne + My =0

<.
Il
o
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Lo que matricialmente es

A(nl, nz) .

-
O O O N

se tiene que A~! = AT entonces

80(n1,n2) 2 tg(n1,n2)
5 ; AT 0 U )

oy | = FTowma) ol = |0
53(n1,n2) 0 ag(ny,ny)

Aplicando la transformada inversa de Fourier en cada componente obtenemos
sj(n1,m2) = w;(n1,m2)

para cada j = 0,1,2,3, concluyendo asi la demostracion.

2. Ejemplos

Considerando un, , vy, € ¢2(Zy,), N1 = 2M; € Z dados por

1 1
uy, = [ —=,—,0,...,0),
M <\/§ V2 )

1 1
N, = [ —=,——,0,...,0]),
m (ﬁ V2 >

se puede comprobar que {Ragrun, }py' U {Rorvn, }ory' es una base ortonormal de ¢2(Zyy ).
Esta base es denominada base de Haar.

Utilizando el resultado de la proposicion 2.20 y los vectores upn,, VN, , UN,, UN,, con No = 2My €
Z, formamos una base para (2(Zy, X Zy,)

Esta ultima base es ortonormal y por ello satisface todos los resultados vistos previamente.

La imagen de la Figura 2 nos acompanara a lo largo de nuestros experimentos, esta se puede
encontrar en http://links.uwaterloo.ca/Repository.html.


http://links.uwaterloo.ca/Repository.html
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F1GURA 2. Imagen original.

Realizando el proceso de la Figura 1, hasta antes de comenzar nuestra reconstruccién,
obtenemos las matrices D(z * @;) para j = 0,1,2,3 de la Figura 3.

20 40 80 80 100 120 20 40 80 80 100 120

(c) D(z*u2) (d) D(z*u3)

FIiGuraA 3. Imégenes Obtenidas.
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En la figura 3 se puede notar que mayoritariamente la informacién se encuentra en nuestra
imagen (a), es mds, parece ser una replica méds pequena de nuestra imagen original. Adn asi,
en las imdgenes (b), (¢) y (d) se puede distinguir la silueta del pajaro, esto pues estas imdgenes
hacen referencia a las diferencias verticales, horizontales y diagonales de los pixeles de nuestra
imagen, a su vez la imagen (a) es un promedio de los pixeles, esto explica la similitud a la imagen
original. Estds 4 imédgenes se denotan por LL, HL., LH y HH respectivamente, ademés suelen
juntarse y representarse como una a cual imagen se le denomina la transformada ondicula de
nuestra imagen original como se muestra en la Figura 4.

50

100

150

200

250

50 100 150 200 250

FIicuraA 4. Transformada ondicula nivel 1.

La descomposicién siempre sigue el esquemas:

LL HL
LH HH|’

La Figura 4 muestra el primer nivel de la transformada ondicula, pues solo se ha realizado una
vez el proceso. Para obtener el siguiente nivel se toma el bloque LL y se vuelve a aplicar la
transformacién hasta el nivel que se requiera. En la figura 5 se muestra el tercer nivel de la
transformada ondicula para nuestra imagen.
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50

100

150

200

250

Ficura 5. Transformada ondicula nivel 3.

De esta manera se tiene una representacion equivalente a la original, pero que mediante ciertos
algoritmos puede ser almacenada utilizando menos espacio. Debido a que la informacién prin-
cipal estd concentrada en cierta regién de la imagen, es posible eliminar la informacién menos
relevante y ahorrar espacio.



Capitulo 3

Algoritmos de Compresion de imagenes

1. Preliminares

Una de las principales aplicaciones de las ondiculas, como ya se ha mencionado, es la com-
presion de imagenes. Existen dos tipos de compresion de imagenes, compresion con pérdidas y
compresién sin pérdidas. La compresion sin pérdidas, como su nombre lo dice, recupera la ima-
gen como era exactamente antes del proceso de compresion, desafortunadamente para ciertas
imégenes, por ejemplo escenas naturales, es casi imposible obtener compresién libre de errores
mas alla de razén 2:1. Se puede obtener mayor razén de compresion si es que se permite algiun
error, esto es compresién con pérdidas.

Nos enfocaremos en la compresién con pérdidas y presentaremos dos algoritmos que trabajan
esta compresién. Para ello, revisemos algunas definiciones que nos seran utiles méas adelante.
Los algoritmos y definiciones pueden ser revisados en [2].

En lo que sigue consideraremos nuestras imdgenes como matrices en el espacio My, xn,(R)
de las matrices de orden N7 por Na de coeficientes reales. El valor del pixel (i,j) serd deno-
minado por p;;. Se asumira que Np, N son potencias de dos dado que las dimensiones de las
imagenes lo suelen ser.

Como queremos saber qué tan lejos o cerca estd una imagen reconstruida de una original
es necesario pensar en medidas para los errores, las cuales seran utilizadas en nuestros experi-
mentos.

DEFINICION 3.1. Dadas imagenes I, Iz € My, x N, (R) se define el error cuadrdtico medio,
MSE (mean square error), entre estas imagenes como

1 . .
MSE(IL, ) = ——— Y. > (L(i.k) — L(j,k)%, (1.1)
NNz (G v,

a partir del MSE definimos el PSNR, dado por

(1.2)

MAX/)?
PSNR(Iy, ) = 1010g10< ( 1) )

MSE(I1, I)

donde M AX; es el maximo valor posible que puede tomar un pixel en la imagen. A medida
que el PSNR aumenta, aumenta la calidad de la imagen reconstruida. En general si el PSNR es
mayor o igual a 40 las imagenes comparadas son practicamente idénticas para el ojo humano.
Para més detalles revisar [2].

Algo muy importante antes de describir los algoritmos es definir el orden en el cual recorreremos

los pixeles de nuestra imagen. La relevancia y utilidad quedara clara mas adelante. El orden
que utilizaremos recibe el nombre de orden Z el cual puede ser revisado en [17]. El orden se

25
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sigue esquematicamente en la Figura 1 mientras la Figura 2 muestra la enumeracion en que se
recorre una matriz de orden 8 x 8 mediante el orden Z.

mvdPuvdiB 7
AAATN4714-
+ |l
A AT 2ZAZ
Szl =zl
A A 4
<=/ 17 //-
AN A4 94

FicGura 1. Orden Z.
1125 61718 21 22
304|7 8119202324
9 10131425 26 29 30
11 12|15 16| 27 28 31 32
33 34 37 38|49 50 53 54
35 36 39/40|51 52 55 56
4142 45 46|57 58 61 62
43144 4748 (59 60|63 64

FIGURA 2. Orden Z 8 x 8.

A continuacién se muestra la matriz que nos acompafiaré como ejemplo a medida que
explicamos los algoritmos.

58 [-35| 51 8 |5 14 -10 5
30025 |12 -14| 3 1 5 -2

15 7 2 9|5 -10 9 12
-10 6 (-11 5 |7 -2 4 9

-2 11 -1 47|16 6 -2 3 (1.3)
0 3 -2 0|1 -4 3 1

1 4 8 2|14 5 3 12

5 11 3 312 5 -4 1

2. Algoritmo EZW

El algoritmo EZW, debido a su nombre en ingles embedded zerotree wavelet, fue uno de los
primeros algoritmos en mostrar el poderio de trabajar en base de ondiculas para comprimir
imégenes. Fue introducido por Shapiro en [3].

Este algoritmo consiste en separar las magnitudes de nuestros pixeles en dos listas, una pa-
ra los valores significativos y otra para los insignificantes, esto en relacién a un umbral 7.

DEFINICION 3.2. Dado T € R un umbral y p; ; un pixel de nuestra imagen I € M, x v, (R).
Diremos que p; ; es significativo en relacién a T' si |p; ;| > T. Si |p; ;| < T diremos entonces que
es insignificante.
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A continuacién definimos una de las nociones y aportes mas importantes del algoritmo EZW
la cual es responsable de la compresién de informacion.

DEFINICION 3.3. Dada una imagen I € Mn, «xn,(R) y dado un pixel p; ; € I llamaremos
hijos o descendencia directa al conjunto {pe;—1,2j-1;P2i2j—1; P2i—1,25; P2i,2; } siempre que todos
estos valores estén en el rango de nuestra imagen. Llamaremos descendencia completa o simple-
mente descendencia del pixel p; ; al conjunto de todos los pixeles que estan en la cadena de hijos
de p; ;. Cuando hablamos del pixel p; ; en relacién a sus hijos o descendencia lo llamaremos
padre.

EJEMPLO 3.4. En nuestra matriz de enumeracién de la figura 2 los hijos del pixel (2,2),
ntmero 4 en orden Z, son los pixeles (3, 3);(3,4); (4,3); (4,4)) los cuales tienen orden 13,14,15
y 16 respectivamente. A su vez los hijos del pixel 13 son los pixeles 49, 50,51 y 52 de orden Z.
Se sigue que la descendencia del pixel 4 en orden Z es {13,14,15,16,49,50,51,...,62,63,64},
como se muestra en la figura 3.

OBSERVACION 3.5. Los hijos del pixel p1 1 son py 2,p2.1,p2,2 por convencion.

17/18| 21 22
19 20 2324
9 10|T314| 25 26 29 30
11 12|15/16| 27 28 31 32
33 34 37 38|A9750 5354
35 36 39 40

152 55 56,
4142 45 46|57 58 61 62
43 44/ 4748 |59 60 63.64)

o
=]
[N
o3

FicurA 3. Ejemplo hijos y descendientes.

La importancia del orden de Morton radica en que siempre revisaremos los pixeles padres
antes de sus hijos. Asi, si un pixel es insignificante al igual que toda su descendencia, puede
ser representada por el padre y no es necesario recordar que cada pixel es insignificante pues el
padre habla por ellos. De acuerdo esto surge la siguiente definicién.

DEFINICION 3.6. Diremos que un pixel p; ; es una raiz nula si él y toda su descendencia
son menores que cierto umbral T". Si p; ; es menor al umbral pero existe al menos un pixel en
la descendencia de p; ; que es mayor al umbral entonces llamaremos al pixel padre raiz aislada.

EJEMPLO 3.7. Considerando un umbral 7' = 32 y nuestra matriz (1.3). El pixel ps o = 25
es un raiz nula pero el pixel py 1 = —30 es una raiz aislada pues el pixel ps 4 = 47 estd en su
descendencia y es mayor al umbral.

En el algoritmo EZW se exportan listas binarias y listas de letras dependiendo de la etapa.
Las listas de letras estan compuestas por las letras T, Z, N y P. Su significado se comentard a
continuacién. A su vez, para alcanzar una mayor compresion las letras son codificadas por el
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algoritmo de Huffman (revisar [10]), un ejemplo de codificacién puede ser el siguiente cdigo:
T=0,
7 = 10,
N = 110,
P =111.

Estudios del algoritmo EZW y la codificacién de Huffman pueden ser revisadas en [18]
Presentamos a continuacién el algoritmo EZW.

Algoritmo EZW codificacién

(1) Imiciacién: Incluir todos los coeficientes (pizeles) de nuestra imagen en la lista de valo-
res insignificantes mientras que la lista de valores significativos inicia vacia. Comenzar
con un umbral Ty = 211082 (Cumsx) | donde Chae €s el mdzimo valor absoluto de los coefi-
cientes de la matriz. Tomar un nimero de iteraciones, N, menor a |1ogs(Cmax)| +1 .
Iniciar con n = 0.

(2) Etapa de pixeles significativos: Recorrer los valores p; ; en la lista de valores in-
significantes mediante el orden Z y comparar con el umbral T), :

a) Si |pij| es mayor que T, y p;; es positivo exportar la letra P y adicionar |p; ;| a
la lista de valores significativos. Cambiar p; ; en la lista de insignificancia por 0.

b) Si |pi;| es mayor que T,, y p; ; es negativo exportar la letra N y adicionar |p; ;| @
la lista de valores significativos. Cambiar p; ; en la lista de insignificancia por 0.

c) Si|pi ;| es menor que T,, y p;; es una raiz aislada exportar la letra Z.

d) Si|pi ;| es menor que T, y p; ; es una raiz nula exportar la letra T.

Codificar la cadena de letras mediante el algoritmo de Huffman.

(3) Etapa de refinamiento: Recorrer los valores C en la lista de valores significativos.
Para cada C calculamos de como:

e Comenzar con dc, = C. Iteramos para j = 0 hasta j = n. Si, dc; —=T; > 0 entonces

de,., = dc; — T}, sino, do,,, = dc,. Finalmente dc = dc,,.

Side > T, /2 exportar 1, si no, exportar 0.

(4) Tterar: Sin = N el algoritmo acaba. Si no, continuar conn = n+1, Ty =T,/2 €
ir al paso (2). O

Ahora que ya sabemos llevar nuestra imagen a un cédigo binario mediante el algoritmo
EZW es importante poder decodificar esta informacién para asi volver a nuestra imagen origi-
nal. Se presenta a continuacién el algoritmo de decodificacion.

Algoritmo EZW decodificacién

(1) Iniciacién: Iniciar todos los valores de nuestra matriz de reconstruccion como ceros.
Comenzar con el mismo umbral Ty que se comenzd la codificacion. Tomar un numero
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de iteraciones, N, menor a o igual al nimero de iteraciones utilizadas en la codifica-
cion. Iniciar n = 0.

(2) Etapa de pixeles significativos: Lo primero es decodificar la lista de letras que fue
llevada a binario. Luego, recorrer los valores L; en la lista de letras de la iteracion n
donde j va desde 1 hasta el numero de letras en la lista:

(a) Si Lj =P adicionar el valor T, a nuestra matriz de reconstruccidn en la posicion
correspondiente segun el orden Z.

(b) Si Lj =N adicionar el valor =T, a nuestra matriz de reconstruccion en la posicion
posicion correspondiente sequn el orden Z.

(¢c) Si Lj =T o Lj =Z, hacer nada. Es importante tener en cuenta que la letra T nos
dice que los descendiente son insignificantes por lo que estas entradas deben ser
consideradas como llenas y ser saltadas en los casos (a) y (b).

(3) Etapa de refinamiento: El nimero de valores que fueron actualizados en la matriz de
reconstruccion en la etapa anterior, debidos a las letras P y N, coincide con el nimero
de ceros y unos en nuestra cadena de numeros de la iteracion n. Por esto, se recorren
estos valores actualizados y se les asigna el correspondiste valor binario en nuestra lis-
ta, si este valor es cero, hacer nada. Si este valor es uno y el valor de la matriz de
reconstruccion es positivo se le debe adicionar T, /2 , si el valor es negativo se le debe
restar esta cantidad.

(4) Iterar: Sin = N el algoritmo acaba. Si no, continuar conn —n+1, T,p1 =T,/2 €
ir al paso (2). O

Como es de esperar, mayores niveles de compresién se alcanzan realizando menos iteracio-
nes de nuestro algoritmo pues guardamos menos cadenas de letras y de ntimeros. Esto también
produce que se tenga menos informacién para reconstruir la matriz. Ejemplos de codificacién y
decodificacién para el algoritmo EZW pueden ser revisados en el Anexo.

Presentamos a continuacion otro algoritmo de compresién, el cual se basa en ideas del algoritmo

EZW.

3. Algoritmo SPIHT

El algoritmo SPIHT, siglas debidas a su nombre en inglés set partitioning in hierarchical
trees, toma muchas propiedades del algoritmo EZW y busca implementar otras de manera de
obtener un algoritmo més rapido. El principal propésito es incorporar una mejor regla de cla-
sificacién de los pixeles, para mas detalles se puede revisar [4].

Uno de los problemas detectados en el algoritmo EZW es que si un coeficiente era definido
significativo el algoritmo debia continuar por sus hijos para determinar si ellos eran significati-
vos 0 no. Por esto, uno de los objetivos es crear nuevas particiones en las cuales los subconjuntos
de coeficientes insignificantes contengan una gran cantidad de elementos mientras que los sub-
conjuntos de coeficientes significativos contengan solo un elemento. Para esto utilizaremos la
siguiente definicién.

DEFINICION 3.8. Dado T un conjunto de coordenadas de nuestra imagen I € My, xn, (R)
definimos la funcién de significatividad como
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1, st méxg e {leigl} ST
Sr(T) = { 0, en otro caso, )

para un umbral 7' € R. Si 7 = {(4,j)} simplemente utilizaremos la notacién St (3, j).
Definimos a continuacién los siguientes conjuntos de coordenadas.

O(i,j): Conjunto de coordenadas de todos los hijos del pixel (i, 5),

D(i,j): Conjunto de coordenadas de todos los descendientes del pixel (4, 5),

‘H: Conjunto de coordenadas de todas las raices del arbol de orientaciéon
espacial, esto es {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)},

A diferencia del algoritmo EZW, este algoritmo trabaja con listas de posiciones, cuales listas
son para trabajar con durante algoritmo, no para guardarlas como informacién. A continuacién
se definen las listas de nuestro algoritmo.

LIS: Lista de conjuntos de pixeles insignificantes (list of insignificant sets),
LIP: Lista de pixeles insignificantes (list of insignificant pizels),
LSP: Lista de pixeles significativos (list of significant pizels).

Las listas LIP y LIS contienen los pixeles insignificantes y significativos respectivamente, repre-
sentados por su posicién. La lista LIS contiene conjuntos de pixeles insignificantes, representados
por una posicién y una letra A o una letra B, la utilidad de estas letras quedara clara cuando
se presente el algoritmo.

Guardaremos dos listas para la decodificacién. Una lista que contiene ceros, unos y las letras P
y N, esta lista se completard en la fase de clasificacién, denominaremos esta lista como lista de
letras. La segunda lista solo contiene ceros y unos y se completard en la fase de refinamiento,
denominaremos esta lista como lista de nimeros. La primera lista nombrada se codificara me-
diante el algoritmo de Huffman.

Presentamos a continuaciéon el algoritmo SPTHT.

Algoritmo SPIHT codificacion

(1) Iniciacién: Comenzar con un umbral Ty = 211085 (Crnsx) ] donde C\paw es el mdzimo
valor absoluto de los coeficientes de la matriz. Tomar un niumero de iteraciones, N,
menor a [10gy(Cmax)| + 1 . Iniciar con n = 0. Fijar inicialmente la lista LSP vacta,
rellenar lista LIP con todas las coordenadas del conjunto H, incluir en la lista LIS las
coordenadas de H que tienen hijos no incluidos (esto excluye al (1,1)) y se declaran
tipo A.
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(2) Etapa de clasificacién: Recorrer los valores p; ;j en la lista de valores insignificantes
mediante el orden Z y comparar con el umbral T, :

(2.1) Por cada entrada (i,j) € LIP
(2.1.1) Ezportar el valor de St, (i,7) si es igual a cero.
(2.1.2) Si St,(i,7) = 1 mover (i,j) a la lista LSP y exportar el signo de C;; (si es
positivo la letra P, si es negativo la letra N).

(2.2) Por cada entrada (i,5) € LIS
(2.2.1) Sila entrada es tipo A
e cxportar St, (D(i, 7)),
e 50 ST, (D(i,7)) =1 entonces:
* Por cada (k,1) € O(i,5) :
- amportar St, (k,1),
- st S, (k,l) = 1 entonces agregar (k,l) a la lista LSP y exportar el signo
de pr.1,
- st ST, (k,1) = 0 entonces agregar (k,l) al final de la lista LIP.
* Si L(i,7) # 0 entonces mover (i,7) al final de la lista LIS como entrada
tipo B, si no, remover la entrada (i,7) de la lista LIS.
(2.2.2) Sila entrada es tipo B entonces
e Exportar St, (L(%,])),
e Si St (L(i,7)) =1 entonces
* agregar cada (k,1) € O(3,j) al final de la lista LIS como entrada tipo A,
* Remover (i,7) de la lista LIS.

Codificar la cadena de letras mediante el algoritmo de Huffman.

(3) Etapa de refinamiento: Recorrer las posiciones (i,j) € LSP y asignar C = p; j. Para
cada (i,7) calculamos de como:

e Comenzar con dg, = C. Iteramos para j = 0 hasta j = n. Si, dg;, —T; > 0 entonces
dc,., = dc; — T}, sino, dc,,, = dc,. Finalmente dc = d¢,, .

Sidec > T, /2 exportar 1, si no, exportar 0.

(4) Tterar: Sin = N el algoritmo acaba. Si no, continuar conn —n+1, T,p1 =T1,/2 e
ir al paso (2). O

En el Anexos es posible encontrar un ejemplo de la codificacién SPHIT para nuestro matriz
ejemplo.

Ahora necesitamos decodificar esta informacion para asi volver a nuestra imagen original. La

bibliografia suele decir que para obtener el algoritmo de decodificacion basta cambiar los “ex-

portar” por “importar” en la etapa de clasificacién. Para finalizar este capitulo se presenta un

algoritmo de decodificacion para el algoritmo SPIHT que sigue bédsicamente esa idea.
Algoritmo SPIHT codificacién

(1) Iniciacién: Iniciar todos los valores de nuestra matriz de reconstruccidn como ceros.
Comenzar con el mismo umbral Ty que se comenzo la codificacion. Tomar un nimero de



32 3. ALGORITMO SPIHT

iteraciones, N, menor a o igual al numero de iteraciones utilizadas en la codificacion.
Iniciar las listas LIP,LIS y LSP tal cual como se comenzd la codificacion. n = 0.

(2) Etapa de clasificacién: Recorrer los valores £ en la lista de letras (ya decodificada
mediante Huffman) y al mismo tiempo las posiciones de nuestra matriz mediante el
orden Z :

(2.1) Por cada entrada (i,j) € LIP

(2.1.1) Importar el valor de L.

(2.1.2) Sil=P o= N mover (i,j) ala lista LSP. Si { = P sumar T,, a la entrada
(i,7) de nuestra matriz de reconstruccion, si £ = N restar T, a la entrada (i, j)
de nuestra matriz de reconstruccion.

(2.2) Por cada entrada (i,7) € LIS
(2.2.1) Sila entrada es tipo A
e importar £,
o si ¢ =1 entonces:
* Por cada (k,1) € O(1,7)
- importar £,
- sil =P ol =N entonces agregar (k,1) a la lista LSP. Si { = P sumar
T, a la entrada (k,l) de nuestra matriz de reconstruccion, si £ = N restar
T, a la entrada (k,l) de nuestra matriz de reconstruccion,
- 51 £ = 0 entonces agregar (k,1) al final de la lista LIP.
* Si L(i,7) # O entonces mover (i,7) al final de la lista LIS como entrada
tipo B, si no, remover la entrada (i,j) de la lista LIS.

(2.2.2) Sila entrada es tipo B entonces

e Importar ¢,
e S5i ¢ =1 entonces
* agregar cada (k,1) € O(i,J) al final de la lista LIS como entrada tipo A,
* Remover (i,7) de la lista LIS.

(3) Etapa de refinamiento: Recorrer las posiciones (i,7) € LSP las cuales fueron actuali-
zadas en nuestra matriz de reconstruccion. el numero de valores que fueron actualizados
en la matriz de reconstruccion en la etapa anterior, debidos a las letras P y N, coincide
con el numero de ceros y unos en nuestra cadena de numeros de la iteracion n. Por es-
to, se recorren estos valores actualizados y se les asigna el correspondiste valor binario
en nuestra lista, si este valor es cero, hacer nada. Si este valor es uno y el valor de la
matriz de reconstruccidn es positivo se le debe adicionar T, /2 , si el valor es negativo
se le debe restar esta cantidad.

(4) Iterar: Sin = N el algoritmo acaba. Si no, continuar con n = n+1, T,y1 =T, /2 e
ir al paso (2). O



Capitulo 4

Algoritmos de Correccion de imagenes

1. Preliminares

Muchas veces al capturar una imagen mediante un dispositivo, la imagen presenta ciertos
errores o se ve borrosa. Es por esto que nos gustaria poder trabajar esta imagen de modo que
represente més fehacientemente la realidad. Se han realizado muchos estudios de este problema
mediante optimizacién y hay un gran listado de resultados y algoritmos propuestos para esta
problematica. Estos algoritmos suelen trabajar la imagen en base ondicula para hacer referen-
cia a comprimir la imagen, veremos méas adelante como se encargan de eso. A continuacién
presentamos algunos resultados y definiciones propias del analisis convexo y optimizacion, para
posteriormente enunciar algunos modelos y algoritmos de correccién que se analizaran en los
experimentos.

DEFINICION 4.1. Dada f : R™ — R U {+o00}. Diremos que esta funcién es convezra siempre
que
fQz+ (1= Ny) <Af(z) + (1= A)f(y) (1.1)
para cada x,y € dom(f) y A € (0,1). Si la desigualdad 1.1 es estricta se dice que f es estricta-
mente convera.

DEFINICION 4.2. Sea f : R® — RU {+o00} y z, — = € R™. Diremos que [ es inferior
semicontinua si

f(z) <liminf f(z,).

n—o0

Entregaremos a continuacién algunas propiedades de las funciones convexas que son continuas
o diferenciables,

PROPOSICION 4.3. Sea f:R™ — R U {+0c0} una funcién conveza. Entonces f es continua
en int(dom(f)).

PROPOSICION 4.4. Sea A C R™ un conjunto abierto y convexo. Sea f : R™ — R U {+o0}
una funcion Gateauz diferenciable. Entonces son equivalentes:

(i) f es conveza.

(i) f(y) > f(z) +(Vf(x),y — x) para todo z,y € A.
(iii) (Vf(x) = Vf(y),z —y) >0 para todo x,y € A.

La proposicion 4.4 nos dice que para f : R™ — R convexa y Gateaux diferenciable en un
punto z € R” se tiene

fly) = f2) +(V[(z),y —z)

para cada y € R™. Esto dice que el hiperplano
v={(y,2) € R" xR: f(2) + (f(2),y —z) = 2}

33
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se encuentra contenido en el conjunto epi(f) y lo toca en el punto (z, f(x)).

Se busca generalizar esta idea para funciones no diferenciables.

DEFINICION 4.5. Sea f : R" — R U {+oco} una funcién propia y convexa. Definimos el
subdiferencial de f en un punto x € R™ como el conjunto df(z) dado por.

Of(x) ={z" eR" : f(y) = f(x) + (z",y —z)} (1.2)
Si 0f (x) # (0 diremos que f es subdiferenciable en x.

la siguiente proposicién nos dice que efectivamente el subdiferencial es una extension de la
nocion de derivada.

PROPOSICION 4.6. Sea f : R™ — RU {400} convera. Si f es Giteaux diferenciable en x,
entonces Of (x) = {V f(x)}.

Veamos que el conjunto df(x) tiene muy buenas propiedades.
PROPOSICION 4.7. Para cada x € R™ el conjunto Of () es cerrado y convezo.

Presentamos a continuacién un resultado que sigue extendiendo las propiedades de la deri-
vada al subdiferencial.

TEOREMA 4.8. Regla de Fermat Sea f : R" — R U {+00} una funcidn propia y conveza.
Entonces & es un minimzador global de f si, y solo si, 0 € Of ().

PROPOSICION 4.9. Sea f : R™ — RU {400} una convexa. Si f es continua en x entonces
Of(z) es no vacio y acotado.

Revisemos algunas condiciones de optimalidad para problemas con restricciones. Considere-
mos C' C R™ un conjunto cerrado y convexo. La siguiente proposicién caracteriza la optimalidad
del problema

min{f(z) : z € C}. (1.3)

PROPOSICION 4.10. Sea f : R® — R U {400} una funcidn propia, semicontinua inferior
y conveza, sea C' C R™ cerrado y convexo. Supongamos que f es continua en algun punto del
conjunto C' o existe algin punto en el interior de C' donde f es acotada. Entonces & minimiza
f en C si, y solamente si, existe p € Of(Z) tal que —p € ¢ (). Con

So(w) = 0, sixedl,
CY =) 400, en otro caso.

Consideremos ahora el conjunto C' dado por

C={zeR" : Az =1b} (1.4)

para A € L(R™ R™) y b € R".
TEOREMA 4.11. Sea f : R™ — R U {400} una funcidn propia, semicontinua inferior y
conveza, sea C C R™ como en (1.4). Supongamos que f es continua en algin punto del conjunto

C. Entonces & minimiza f en C si, y solamente si, Az = b y existe § € R™ tal que —ATj) €

of ()
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2. Algoritmo GPSR

Damos a continuacién las nociones bésicas del algoritmo propuesto en [7] en el cual se
presenta un problema de optimizacién cuadrédtico para corregir imagenes.

Comenzamos con el siguiente problema de optimizacion sin restricciones
1
min 5y — Aal3 + il (2.1)

donde z € R™, y € R¥ y A es una matriz de orden k x n, r es un pardmetro no negativo,

1/2
o]z = (zj |uj\2) la norma euclidiana y o] = 37, [v;| la norma de £,.

Este modelo propone recuperar el vector x a partir de una observacién y que se obtuvo mediante
el proceso A el cual produce ruido y borrosidad. Por esto el término %Hy — Az||3 en nuestra
funcién objetivo, de modo de establecer similitudes entre y y Az. La presencia del termino
r||z|j1 busca incitar que las pequenas componentes de z sean exactamente cero. En funcién
de esto ultimo se puede considerar x = Wh donde h es nuestra imagen original y W es la
transformada ondicula, y asi A = RW ! donde R es el operador de ruido, esto para aprove-
char la propiedad de concentrar la informacion que ya hemos revisado en los capitulos anteriores.

Para llevar el problema 2.1 a una forma cuadratica, se separa la variable & en dos variables no
negativas u, v.
r=u—v, u>0,v>0.
Este cambio es factible por ejemplo para u; = (2;)4, v; = (—z;)+ donde (a); = méx{0,a}. De
acuerdo a esto tenemos que ||z||; = 1Zu + 1L v. Asi, el problema original puede ser llevado a un
problema cuadratico con restricciones:
1
min §Hy —Alu = )|+ 71 u+4r1Ty
U,v
sujeto a u>0
v > 0.

Notemos que trasladamos v y v por un vector s, u <~ u+sy v << v+ s con s > 0 el valor de
la norma /¢y en la funcién objetivo no cambia sin embargo este cambio aumenta el valor de la
funcién objetivo en 2r1Xs > 0 por lo tanto las soluciones del problema deben ser de la forma
ui =00 v, =0 parai=1,...,n esto dice que la solucién debe ser de la forma mencionada
arriba u; = ()4, v; = (—24) 4.

Considerando z = [ﬂ ,b=ATy, c=rly, + {_bb] y

B_ ATA —A'A
T |=ATA ATA
el problema cuadratico puede ser llevado a una forma més estandar:
1
min ¢!z + izTBz

sujeto a z > 0.

Se propone resolver este problema con algoritmos tipo gradiente proyectado con reglas Armijo
(revisar [11], pagina 266). Las iteraciones del algoritmo llevaran z(®) en z2(*+1) consideraremos
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la funcién objetivo F': R?" — R dada por
F(z)=c'z+ %ZTBZ. (2.2)
Para cada k eligiéremos un a*) > 0 y definimos la cantidad
w®) = (z(k) - a(k)VF(z(k)))+ . (2.3)
Elegimos un escalar A(*) € [0,1] y establecemos
2+ — () L X\(k) (w(k) - z(k)) . (2.4)
a® serd elegido mediante la regla de Armijo. Para elegir A(*) definimos el vector ¢*) dado por

® _ [ (VEE),, siz <00 (VE(EM)), <0,
Ji 0, en otro caso.
Entonces se define

ap = argmin F' (z(k) — ag(k))

cual cantidad puede ser calcula explicitamente como

(gt T g(k)
(9T By
Para evitar que los valores oy sean o muy grandes o muy pequenos consideraremos un inter-
valo [@min, Omax) con 0 < amm < Qmax. Definimos el operador mid(a, b, ¢) para a,b,c € R
el cual entrega el valor que esta acotado por arriba y abajo por los otros dos (el valor de en
medio). Presentamos a continuacién el algoritmo propuesto en [7] denominado algoritmo GPSR.

Qo = (25)

Algoritmo GPSR

(1) Iniciacién: Comenzar con 2% arbitrario, elegir parametros € (0,1) y u € (0,1/2).
Establecer k=0.
(2) Calcular ag mediante la relacion 2.5 y actulizarlo mediante

Qg mid(amina Qq, améx)-

(3) Elegir a®) el primer numero de la sucesién ag, Bog, B2, . .. tal que

F ((Z(k) —aMvF (z(k))>+) <F (z(k)> — uVFE <z<k)>T (z<k) — <z<k) —aMVF <z(k)))+) )

y actualizar
S(k+1) _ (z(k) _ a(k)VF(Z(’f)))
+

(4) Verificar si 21 satisface el criterio de convergencia preestablecido, si es asi terminar.
En otro caso actualizar k < k+1 e ir al paso (2).

O

Un criterio de convergencia utilizado es
|z — (z = @VF(z))4| <tolP

para @ y tolP parametros arbitrarios. Mas criterios son descritos en la publicacién original.
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3. Algoritmo FISTA

Describimos a continuacién lo que se propone en [8] donde se busca dar una solucién maés
rapida y eficiente a problemas del tipo

min{F(z) = f(z) + g(z) : z € R"} (3.1)

donde g : R — R es una funcién continua y convexa pero no necesariamente diferenciable,
f : R" — R es una funcién convexa y diferenciable con su gradiente Lipschitz continuo de
constante L(f).

Entra en este marco funciones como f(x) = ||Az — b||% v g(z) = ||z|/1 las cuales, como vi-
mos anteriormente, son de interés para nuestros propdsitos.

Para L > 0 se considera la aproximacién cuadréitica de F(z) = f(z) + g(z) en un punto y
dada por

L
Qu(z,y) = fy) + (@ =4, V) + S o = yll* + g(), (3.2)
la cual admite un unico minimizador dado por
pr(y) := argmin{Qr(z,y) : x € R"}. (3.3)

Ignorando los términos en y que son constantes esta cantidad puede ser llevada a

T — <y— in(y)> 2}'

Bajo estas definiciones se tiene el algoritmo ISTA con paso constante.
(1) Iniciacién: Comenzar con xg € R™ arbitrario, definir L := L(f) la constate de Lips-
chitz de V f. Iniciar k = 0.
(2) Actualizar 1 a x), mediante

. L
pr(y) = argmin,, {g(m) + 3

Algoritmo ISTA con paso constante

zp = pr(Tr-1)-
(3) Si se cumple algtin criterio de convergencia terminar, si no ir al paso (2) con k < k+ 1.
O

En [8] proponen el algoritmo FISTA, una versién mejorada del algoritmo ISTA en cuanto
a la velocidad de convergencia.

Algoritmo FISTA con paso constante

(1) Imiciacién: Comenzar con y1 = xo € R™ arbitrario, definir L := L(f) la constate de
Lipschitz de Vf. Iniciar k=0 yt; =0 .
(2) Actualizar x, yr+1 Y tge1 mediante

xr = pr(Yk)s

1+ /14483
2 )

tht1 =

P ) (xk — :ck_l).
k+1

(3) Sise cumple algin criterio de convergencia terminar, si no ir al paso (2) con k < k+ 1.

k
Yk+1 = Tk + (
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La gran diferencia entre FISTA e ISTA es que py, no es evaluado en el paso anterior zp_1,
si no en y; una combinacién lineal de xx_1 y zp_o la cual proporciona mejores tiempo de con-
vergencia. Se obtienen el sigueinte resultado de covergencia, los detalles y la demostracién de
este hecho puede ser revisado en [8].

TEOREMA 4.12. Sean {zy}, {yr} sucesiones generadas por FISTA. Entonces para cualquier
k > 1 se tiene

oy < 2L() [z — o2
Pla) = F") < =070

Va*minimizador de F. (3.4)

Retomando nuestro caso de interés, podemos tomar f(z) = ||Az — b||3 vy g(z) = r||z||; con

r > 0. Debido a que en este caso g es separable permite calcular py,(z)) para el algoritmo ISTA
mediante:

pr(zr) = Trt (xk,l — AT (Azp_y — b)) i (3.5)

_ 1
cont—ﬁ.

~

Mientras que para el algoritmo FISTA calculamos pr, () mediante:

pL(JZk) = 7:“tk (yk: - thAT(Ayk- — b)) . (36)
Donde T, (z) es el vector dado por:
Ta(x)i = signo(x;)(|z:| — o)+ (3.7)

Al igual que en el algoritmo anterior es posible considerar x = Wu y A = RW ™! y asf trabajar
el termino 7||z||; en base ondicula para que la norma uno lleve términos a cero.

4. Algoritmo AFBS

Presentamos otra formulacién que puede ser utilizada para reconstruir una imagen, pero el
problema a cual viene a dar solucién esta formulacién es mucho méas general. La demostracién
de los resultados y més detalles pueden ser revisados en [16]. Las siglas AFBS provienen de
Alternating Forward-Backward Splitting nombre del algoritmo propuesto por los autores.

Buscamos soluciones numéricas para el problema:
Encontrar (z*,y*) € argmin{f(z) + g(y) : (x,y) € C}, (4.1)

donde f : R™ — R es una funcién convexa y diferenciable, g : R™ — R U {oo} es una funcién
propia, inferior semicontinua y convexa. El conjunto C' C R™ x R™ esta dado por:

C={(z,y) e X XY : Az + By =}, (4.2)

para operadores lineales continuos A : R — R? y B : R™ — R?, ¢ € R?. El método propuesto
es un algoritmo de tipo gradiente-proximal con dos pasos basados en alternar la minimizacién
de la funcién

v
La(z,y) = f(z) +g(y) + ﬁllx‘lwﬂLBy—CH2 (4.3)
con respecto a las variables x e y en cada iteracién.
Algoritmo AFBS

(1) Iniciacién: Tomar (A\,)nen,y adecuados, elegir (xo,yo) convenientes,
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(2) Actualizar x,,, y, mediante

Tnt1 = Tn — MV f(xn) — vA* (Az,, + By, — ©),

. 1 v
mss = avgmin, ey {a0)+ 53yl + 51 Ao + By — el |

(3) Sise cumple algiin criterio de convergencia o se llega al maximo de iteraciones terminar,
si no, ir al paso (2) con n + n+ 1. O

La eleccién de A, y v se desprende de las condiciones que siguen a continuacion, las cuales son
las hipdtesis para el resultado principal de [16].

Hipdtesis (H)

(H;) La funcién f : R™ — R es convexa, diferenciable y el gradiente V f es Lipschitz-continuo
con constante L. La funcién g : R™ — R U {+o0} es propia, inferior semicontinua, y
convexa. Los operadores A : R® — R% y B : R™ — R? son lineales y continuos.

(H,) El conjunto solucién S es no vacio y (z*,y*) € S si, y solamente si, existe z* in R? tal
que (z*,y*, z*) satisface

—A*zr = V(")
—-B*z* € 9g(y*),
c = A'z+b.
- - . 1 1
(H3) Eltamaiio del paso A, forma una sucesién no creciente en £ tal que sup,, ¢y (m - ﬁ)
+00.
(H4) El pardmetro v satisface v € (0, W) .
En [16] se menciona que es posible considerar A, = 1/n? con 1/2 < ¢ < 1. En el capitulo

siguiente, veremos que la eleccién de \,, puede aportar a la rapidez de convergencia del algorit-
mo, por ejemplo tomando sucesiones constantes a trozos.

Bajo estas hipdtesis se presenta el siguiente resultado de convergencia.

TEOREMA 4.13. Supongamos que las hipdtesis (H) se satisfacen. Entonces toda sucesion
(zn, yn) dada por el algoritmo AFBS converge a un punto en S.

Volviendo a nuestro propésito original, podemos considerar el problema

.1 2
iy { 511 = 11 + Wl | (1.4

donde 7 es un pardmetro positivo, h es un vector en RM1 y K T son matrices en My, x n(R)
y M xn(R) respectivamente. Aqui h representa una observacién de una imagen original z,
mediante K, operador de ruido, ademés de un error aditivo de media cero, €, esto es

Kx.+e=h.

El operador W representa la transformada ondicula, y como en los casos anteriores viene a
aprovechar la localizacion de la base ondiculas para que asi la norma uno lleve términos a cero
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para comprimir informacién. Este problema puede ser llevado a nuestra formulacién presentada
anteriormente mediante la restriccion Wa — y = 0 y asi mirar el problema en la forma

; 1
i {51 = Al -+ rlylly = W~y =0} (45)

Otra formulacién que puede ser abordada por este algoritmo es considerar

, 1
iy {11z — 113 + rlDal . (16)

donde D es una matriz en Mz, xn(R) que representa el operador de gradiente discreto. Este
modelo es conocido como modelo ROF debido a sus autores Rudin, Osher y Fatemi en [19].
Esta formulacion propone recuperar imégenes que sean constantes a trozos pero localizadas
en el espacio. Por ello se minimiza la norma uno del gradiente, de modo que la mayoria de
componentes de este sean ceros salvo algunas que representan los cambios de tonalidad. Como
en el caso anterior, incluyendo la restriccién Dx — y = 0, podemos resolver el problema

3 1
i {51 = Al -+l = Do~y =0}, (47)

El algoritmo para estos problemas puede ser escrito de manera explicita como

Algoritmo AFBS para imagenes
(1) Imiciacién: Tomar (A\,)nen,y adecuados, elegir (xo,yo) convenientes,
(2) Actualizar x,, y, mediante
Tnt1 = Tp — M K" (K, — h) — vA*(Az, — yn),
(gn)z + An si (gn)z < _An7
(yn—i-l)i == 0 si - An S (gn)z S _A'ru
(gn)z - An Si (gn)z > A'ru

donde
_ e G = YT ATn
"Iy Y T Ty
(3) Sise cumple algin criterio de convergencia o se llega al maximo de iteraciones terminar,
si no, ir al paso (2) con n < n+ 1. O

Donde el operador A corresponde a W o D dependiendo del caso.

Una observacién importante es que los algoritmos previos, GPSR, ISTA y FISTA, no pue-
den ser aplicados directamente a la formulacién (4.7). En [7], pagina 587, los autores de GPSR
mencionan esto, mientras que en [20], los autores de FISTA, proponen resolver el modelo ROF
utilizando FISTA en la formulaciéon dual de este modelo, aumentando asi las dimensiones del
problema.

5. Algoritmo FAFBS

Pensando en el paso del algoritmo ISTA al algoritmo FISTA se propone una aceleracién
similar para pasar del algoritmo AFBS al algoritmo FAFBS, para resolver problemas del tipo
(4.1). Las condiciones suficientes para la convergencia y el andlisis de esta se proponen para un
trabajo futuro. Nos limitaremos a proponer el algoritmo y analizar de manera experimental la
convergencia.
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Algoritmo FAFBS

(1) Imiciacién: Tomar (Ay)nen, 7y adecuados, t1 = 0, elegir (xo,yo) convenientes, wy = xo,
20 = Yo,

(2) Actualizar z,,, y, mediante

Tpy1 = Wy — AV f(wy) — yA*(Aw, + Bz, — ¢),

. 1 v
mes = argmin ey { ) + 5l 2l + 51 Ao + By — el |

1+ /1 +412
tpy1 = B E—
t, — 1
Wnt1 = Ty + ( z ) (Tn, — Tp—-1),
n+1

t
Zn41 = Yn+1 + ( 2 > (Yn+1 — Yn)-
tn—i—l

(3) Sise cumple algtn criterio de convergencia o se llega al méximo de iteraciones terminar,
si no, ir al paso (2) con n + n+ 1. O

De igual manera, aplicando este algoritmo para una formulacién de correccién de iméagenes,
como en (4.5) o en (4.7) obtenemos

Algoritmo FAFBS para imagenes
(1) Imiciacién: Tomar (A, )nen, 7 adecuados, t1 = 0, elegir (xg,yo) convenientes, wg = xo,
20 = Yo,
(2) Actualizar x,, y, mediante
Tnt1 = Wy — MK (Kw,, — h) — yA*(Aw,, — z,,),
(gn)z + An si (gn)z < _An7
(yn—l-l)i = 0 si - A, < (gn)z < _Ana

14+ 1+ 4t721
thy1 = I E—
tn, — 1
Wp41 = Ty + ( ; ) (xn - xn—l)y
n+1

ln

Zp4+1 = Yn+1 + ( > (ynJrl - yn)'
tn—i—l
Donde

o 7ﬂ>\n - Zn +’)/A£L'n+1

-7 T y Yn = 1+~ )

(3) Sise cumple algtin criterio de convergencia o se llega al maximo de iteraciones terminar,
si no, ir al paso (2) con n + n + 1.

n

|
El operador A corresponde a W o D dependiendo del caso.






Capitulo 5

Experimentos

1. Algoritmos de Compresion

1.1. SPIHT versus EZW. Como vimos en el capitulo dos, el algoritmo SPTHT surge a
partir del algoritmo EZW buscando mejorar algunos de sus aspectos como la forma de guardar
la informacién, trabajar con la posicién de los pixeles, tener grandes listas insignificantes y
pequenas listas significativas. Adn asi, en cada etapa los pixeles significativos son los mismos
en cada algoritmo, esto nos dice que la informacion que se guarda es la misma pero de diferente
manera.

Presentamos los Cuadros 1 y 2 para los algoritmos EZW y SPHIT respectivamente, con di-
ferentes nimeros de iteraciones, sus respectivos tiempos de computacién, MSE, PSNR, tamafio
en disco y el porcentaje del tamano de la imagen comprimida en relacién a la original. En la
Figura 3 se muestra la imagen original la cual tienen un tamano de 65.666 [B].

Para contrastar con mayor facilidad estos resultados se muestran los graficos de la Figura
1. En (a) se muestra el tiempo de computacién de cada algoritmo, se puede apreciar que el
algoritmo SPHIT es mucho maés réapido que el EZW | esto debido a que es mucho més dindmico
en la manera que busca los valores significativos. En la Figura 1 (b) se ensena el tamaio en disco
ocupado por la imagen comprimida, podemos notar que la informacién se guarda de manera
més eficiente mediante el algoritmo SPIHT. De la Figura 1 (c¢) podemos ver que el PSNR es
igual para ambos algoritmos (una grafica encima de la otra), esto es ya que dado un ntmero
de iteraciones la informacién que se guarda en ambos algoritmos es la misma, pero el SPIHT
lo hace de manera mas rapida y eficiente.

Iteraciones | Tiempo [S] | MSE | PSNR [dB] | Tamano [B] | Compresién %
1 1,87 3027,13 13,32 375 0,57 %
2 2.21 391,33 99,21 671 1,02%
3 2,42 72,48 29,53 896 1,36 %
1 2,69 21,63 34,78 1.251 1,91%
5 3,03 7,23 39,54 1.929 2,94%
6 3,35 2.17 44,77 3.331 5.07%
7 3,74 0,75 49,36 5.708 8,69 %
8 4,36 0,28 53,73 9.465 12,41%
9 5,56 0,09 58,65 16.321 24,85 %
10 8,39 0,02 64,82 29.582 45,05 %

CUADRO 1. Resultados algoritmo EZW
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Iteraciones | Tiempo [s] | MSE | PSNR [dB] | Tamano [B] | Compresién %

1 16,18 3027,13 13,32 441 0,67 %

2 28,77 391,33 22,21 918 1,40 %

3 43,06 72,48 29,53 1.499 2,28 %

4 66,39 21,63 34,78 2.458 3,74%

5 78,28 7.23 39,54 4.079 6,21%

6 105,22 2,17 44,77 6.966 10,61%

7 116,47 0,75 49,36 11.991 18,26 %

8 131,61 0,28 53,73 20.816 31,70 %

9 156,32 0,09 58,65 36.942 56,26 %
10 173,47 0,02 64,82 67.213 102,36 %

CUADRO 2. Resultados algoritmo SPIHT
Tiempo vs N° iteraciones EZW-SPIHT ; +10* Tamafio en disco vs N° iteraciones EZW-SPIHT
1 | ) J,m///
b S S . - el
' ‘ ’ ‘:\lumemade ilefacwons: ’ ’ b ' ‘ ’ ‘:‘JUmsr:de \Iefacwonez ’ ’ b
(a) (b)
o PISNR v‘s N° itefral:innles EZ\A‘I'-SPIH'II' ‘
e
50 ,/,m/
'3 ,/E/
é 40 //u"

Numero de iteraciones

(c)

F1GURA 1. Algoritmos EZW y SPIHT
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Se muestra en la Figura 2 las imagenes reconstruidas para 4, 7 y 9 iteraciones del algoritmo
EZW y SPIHT en las cuales se puede apreciar que efectivamente no hay diferencias visuales
entre los algoritmos.

(a) 4 Iteraciones EZW. (b) 7 Iteraciones EZW. (c) 9 Iteraciones EZW.

(d) 4 Iteraciones SPTHT. (e) 7 Iteraciones SPIHT. (f) 9 Iteraciones SPTHT.

FicuraA 2. Compresion, SPIHT versus EZW.

F1cURA 3. Imagen original.
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1.2. Base Canénica versus Base de Ondiculas. Como mencionamos en los capitu-
los de introduccién a la teoria de ondiculas y algoritmos de compresion, la razén por la que se
trabaja con ondiculas en lugar de la base candnica es que esta transformacién se encarga de
concentrar la informacién en ciertas regiones de la imagen.

En el Cuadro 3 estan algunos resultados obtenidos para el algoritmo SPHIT empleado en la
base canénica y base ondicula a nuestra imagen ejemplo. Podemos notar que utilizando ondicu-
las el algoritmo es mucho mas rapido, esto se puede explicar por la menor cantidad de pixeles
que deben ser evaluados (hay mds pixeles significativos). Por otro lado el comportamiento del
PSNR tiende a ser mejor en la base candnica esto pues se trabaja con la imagen directamente
y no pasa por el proceso de transformacién e inversién de ondiculas, ain asi, las diferencias son
pequenas. Presentamos graficamente estos resultados en la Figura 4.

En la Figura 5, mostramos las imdgenes reconstruidas para 4 y 7 iteraciones. Se puede ver
que la calidad de la imagen a partir de la base candnica es mejor que para la base de ondiculas.
A pesar de esto en el cuadro 3 se puede ver que con 9 iteraciones en base ondiculas el algoritmo
tarda menos, comprime més y su PSNR es mayor que para 4 y 7 iteraciones en base canodnica.

PSNR vs N° iteraciones de fotografia .10* Tamafo en disco vs N iteraciones de fotografia

556 T 3 T 10

—&— Sin ondiculas " P
—&—Sin andiculas.
50 —5—Con ondicuas| 7 9

PSNR
A\
N
Tamafio en disco [B]

10 | | | | | | ot i -

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
Nimero de iteraciones Nimero de iteraciones

Tiempo vs N° iteraciones de fotografia

—B— Sin ondiculas
—E—Con ondiculas

Tiempo [s]
®

Numero de iteraciones

FicurA 4. Base ondiculas versus Base canoénica de fotografia ejemplo
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Tiempo [s] PSNR [dB] Tamano [B]
Iteraciones | Candnica | Ondiculas | Candnica | Ondiculas | Candnica | Ondiculas
1 5,16 2,02 13,71 13,32 22.797 375
2 6,64 2,46 22,38 22,21 39.104 671
3 7,20 3,08 30,21 29,53 49.552 896
4 8,70 3,57 37,18 34,78 58.561 1.251
5 8,81 3,20 44,63 39,54 66.880 1.929
6 9,67 3,67 53,91 44,77 75.072 3.331

CUADRO 3. Base ondiculas versus Base candnica de fotografia ejemplo.

(a) 4

ondiculas.

f

Iteraciones

base (b) 7

Iteraciones

ondiculas.

base

(c) 4

canénica.

Iteraciones

base (d) 7
canoénica.

Iteraciones

base

FIGUuRrA 5. Contraste Base ondiculas-Base candnica

1.3. Nivel de la transformada ondicula. En lo anterior hemos trabajado con la trans-
formada ondicula de nivel tres. Veremos a continuacién como afecta disminuir o aumentar el
nivel de la transformacion en nuestro algoritmo SPHIT. Para ello mantendremos el nimero de
iteraciones de nuestro algoritmo SPHIT en cuatro y variaremos el nivel de la transformacién

ondicula.
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Nivel ondicula | Tiempo [s] | MSE [dB] | PSNR [dB] | Tamano [B]

1 4,42 17,52 35,70 16437

2 3,26 18,32 35,50 4387

3 2,68 21,63 34,78 1251

4 2,19 33,92 32,83 357

5 1,78 65,56 29,96 107

6 1,33 181,43 25,54 29

7 0,78 377,44 22.36 7

CUADRO 4. Nivel de transformada ondiculas en algoritmo SPHIT.

Del cuadro 4 y la Figura 6 se puede ver que a medida que aumenta el nivel de la transformada
ondicula disminuye el tiempo de computacién esto pues hay menos pixeles significativos. Al
aumentar el nivel también disminuye el MSE ya que hay menos informacion que se transmite,
por esto igualmente disminuye el tamafnio en disco de la compresion.

Tiempo vs nivel transformada ondicula Tamaiio en disco vs nivel transformada ondicula
4.5, 18000
4 16000
14000
35
& 12000
3 )
= 2
o S 10000
g2s 4
] o
2 8000
S =
2 £
@
& 6000
15
4000
1 2000
05 0
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
Nivel Transformada Ondicula Nivel Transformada Ondicula
(a) (b)
PSNR vs nivel transformada ondicula
36
34
32
o 30
-4
@
o
28
26
24
22
1 2 3 4 5 6 7
Nivel Transformada Ondicula
(c)

F1GURA 6. Nivel de transformada ondiculas en algoritmo SPHIT.
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2. Algoritmos de Correccion

2.1. Eleccién )\, algoritmo AFBS y FAFBS. Antes de comparar los algoritmos de
correccién propuestos, estudiaremos el comportamiento del algoritmo AFBS y FAFBS para
diferentes sucesiones (A, )nen. Por ejemplo, es posible considerar

(a) A =1/n,

(b) A\, = 1,7/n%505,
(¢) An constante a trozos, para ellos tomamos m € N y definimos por ejemplo:

A =

m 0,505 .
{ 17 (m) si. ne{m-k|keZl, (2.1)

10
An—1 en otro caso.

Para el algoritmo AFBS evaluaremos los casos (a), (b) y (c) para m = 50 y m = 100. Para
FAFBS los casos (b) y (¢) con m = 100. En la Figura 7 se muestra el PSNR de la imagen ob-
tenida en cada iteracién en relacién a la imagen original, Figura 8 (a), se trabajé en la imagen
daniada de la Figura 8 (b). Se puede apreciar las variaciones en la convergencia dependiendo
de la eleccién de A,. En negro se muestra la recta de 40[dB] del PSNR, valor donde la imagen
ya presenta similitudes a la original. Podemos notar que cada caso estéd sobre esta recta por lo
que la correccidn es buena, atn asi, mejores resultados se encuentran para la sucesién constante
a trozos para m = 100 tanto como para AFBS como para FAFBS. Los demds pardmetros de
estos algoritmos se fijaron en r = 1074, v = 1 para AFBS y » = 107, v = 0,99 para FAFBS.

De la figura 7 también podemos notar la convergencia del algoritmo FAFBS, la cual es mas
rapida que la del AFBS, esto valida experimentalmente nuestra propuesta.

PSNR vs N° iteraciones, =10

48

47 -

46

—AFBS A =1l

AFBS & =1.7m"%%

FAFBS A =1.7m"%

FAFBS A =1.7in"*" cada 100

39

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Numero de iteraciones

Ficura 7. AFBS y FAFBS para diferentes A,
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f

(a) Imagen original (b) Imagen danada

FiGurA 8. Imagen original y danada.

La imagen dafnanda, Figura 8 (b), se obtiene a partir de la imagen original mediante las
funciones fspecial y imfilter de MATLAB, aplicando un factor de borrosidad Gaussiano de
tamano 9 x 9 y de desviacion estandar 4, seguido de un ruido Gaussiano blanco de media 0 y
desviacién estdndar de 1073, Para obtener el operador asociado al factor de borrosidad A y su
respectivo operador adjunto, A*, es recomendable revisar [12].
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2.2. Comparacién algoritmos Correccion. En esta secciéon compararemos los cuatro
algoritmos de correccién presentados GPSR, FISTA, AFBS, FAFBS, incluyendo también el
algoritmo ISTA. Como vimos, estos algoritmos pueden resolver problemas que involucren la
funcién objetivo

1
314z = hll3 + vl

Contrastaremos estos algoritmos evaluando el tiempo de computo y la similitud de la imagen
reconstruida a la original. Para los algoritmos GPSR, ISTA y FISTA se considera x = Wu
donde W es la transformada ondicula de nivel 3 dada por la base de Haar. Para el algoritmo
GPSR se utilizaran pardmetros 8 = 1/2,+v = 1/10. En el algoritmo AFBS utilizaremos v = 1,
An constante a trozos, m = 100, en el algoritmo FAFBS v = 0,99 y A,, constante a trozos,
m = 100, como en 2.1. En todos utilizaremos r» = 1074,

De la Figura 9 (a) notamos que el algoritmo FISTA el mds répido, seguido de cerca por AFBS
y FAFBS. Para la fidelidad de la reconstruccién. De la Figura 9 (b) observamos que todos los
algoritmos corrigen de buena manera al estar sobre los 40[dB] del PSNR, el mejor resultado lo
entrega el algoritmo FISTA seguido de FAFBS.

Se muestra en la Figura 10 los resultados para 200 iteraciones de los diferentes algoritmos
buscando reconstruir la imagen danada de la Figura 8 (b).

Finalmente concluimos que bajo las condiciones propuestas, el algoritmo que corrige de mejor
manera es el algoritmo FISTA, superando en tiempo de cédlculo y fidelidad de reconstruccién
a los otros. Esto se debe principalmente a que ocupa técnicas méds sofisticadas de optimizacion
en relacién al algoritmo GPSR y resuelve de manera més directa el problema propuesto que
el algoritmo AFBS. Este ultimo abarca formulaciones més generales, como veremos adelante
permite resolver otros modelos que llegan a corregir mejor.

Tiempo vs N° iteraciones, =10 PSNR vs N° iteraciones, r=10"
18
——GPRS
16 | ——ares e B ——
FAFBS
14 [ ——FISTA L
ISTA e
/ //ﬂ

12
=
o 10 - —
g L
£
2 B
Fimt

el

ar

. 38
s e -
o= . . L . . 6 . . . L L .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Nimero de iteraciones Numero de iteraciones
(a) Tiempo Correccién (b) PSNR diferentes algoritmos

F1GURA 9. Andlisis algoritmos de correccién.
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(a) 200 iteraciones GPSR, r = 10~*  (b) 200 iteraciones FISTA, r = 104

(c) 200 iteraciones ISTA, r = 10~4 (d) 200 iteraciones AFBS, r = 104

(e) 200 iteraciones FAFBS, r = 104

Ficura 10. Resultados reconstruccién diferentes algoritmos.
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2.3. Comparaciones modelos de Correccion. En el capitulo 4 seccién 4 presentamos
dos modelos de correccién:

, 1
i { 51— 1B + Wl }. 2.2
y
, 1
iy { 511Kz~ 113 + rDal (23

Estos modelos son similares, difiriendo sélo en los operadores W y D. Por un lado el operador
W representa la transformada ondicula de modo que la norma uno lleve las componentes de
Wz a cero para asi encontrar una representacién localizada. Por su parte el operador de gra-
diente discreto, D, busca mediante la norma uno disminuir los cambios de tonalidades en la
imagen. El primer modelo se revisé anteriormente para los algoritmos GPRS, FISTA y AFBS.
Como comentamos en el Capitulo 3 los dos primeros no pueden ser aplicados directamente al
segundo modelo (ROF). Mediante la restricciéon Dz —y = 0 podemos trabajar este modelo con
los algoritmos AFBS y FAFBS.

Comparamos a continuacién los dos modelos aplicados en los algoritmos AFBS y FAFBS. Para
el modelo en base ondiculas en AFBS utilizamos v = 1 mientras que en FAFBS v = 0,99. En
el modelo ROF utilizamos v = 0,05 tanto como para AFBS como para FAFBS. En el modelo
ROF para FAFBS tomamos )\, = 1,7/n%%%%, En el resto de casos tomamos )\, constante a
trozos para m = 100, como en la igualdad (2.1).

PSNR vs N° iteraciones, =107
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FigurA 11. Comparacién modelos de correccion.

De la Figura 11 podemos notar que el modelo tipo ROF, entrega mayor fidelidad de correc-
cién en relacién al modelo en base ondicula. Se puede notar ademds que el algoritmo FAFBS,
aplicando al modelo ROF (FAFBS-D), converge més répido que el algoritmo AFBS en el mismo
modelo, esto reafirma la propuesta de aceleracién. En la Figura 12 se muestran las imagenes
corregidas a partir de nuestra imagen danada de la Figura 8.

De la figura 13 podemos notar que AFBS y FAFBS mediante el modelo ROF corrigen in-
cluso de mejor manera que FISTA en el modelo de ondiculas. Esto demuestra la utilidad y
versatilidad de AFBS, la cual hereda FAFBS.
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(a) 200 iteraciones AFBS, Operador W (b) 200 iteraciones FAFBS, Operador W

(C) 200 iteraciones AFBS, Operador D (d) 200 iteraciones FAFBS, Operador D

FI1GUuraA 12. Resultados reconstruccién diferentes modelos.

PSNR [dB]
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PSNR vs N° iteraciones, r=10"*

—FISTA-W
——AFBS-D
—FAFBS-D

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Numero de iteraciones

Fi1GuraA 13. Modelos de correcciéon



Conclusion y trabajos futuros

A lo largo de los capitulos vimos que las ondiculas son utilizadas en el proceso tanto de
compresién como de correccién. Poder formalizar la teoria y resultados relacionados con las
ondiculas es de ayuda al momento de utilizarlas, para asi hacerlo de manera correcta.

Las ondiculas, nos permiten concentrar la informacién relevante en las regiones superiores de
una imagen, esto ayuda a los algoritmos de compresion. Los algoritmos EZW y SPIHT se basan
en esta idea de canalizar la informacion para asi guardar la que es mas relevante y obviar la que
no, permitiendo de esta manera condensar la informacion. Vimos que el algoritmo SPIHT es
mucho més eficiente y efectivo que el algoritmo EZW, esto debido a que el primero surge como
una mejora del segundo basandose en la idea de pixeles significativos e insignificantes, ademds
del concepto de descendencia.

Se presentaron tres algoritmos de correccién de imégenes, GPSR, FISTA, AFBS y se pro-
puso un cuarto, FAFBS, los cuales pueden resolver el modelo de correccién en base ondiculas.
En el orden que fueron presentados van aumentando en el nivel de generalizaciéon del proble-
ma a tratar, de manera de estar enfocado directamente a resolver el problema de correccion a
enfrentarlo como un caso particular. Pudimos notar que la eleccién de los pardmetros para el
algoritmo AFBS influye en la rapidez de convergencia, por lo que hacer una buena eleccién es
de importancia. De los experimentos de comparacion se obtuvo que el algoritmo FISTA destaca
por sobre los otros tres en la formulacién ondicula, esto se puede explicar por lo mencionado
arriba, no es una formulacién ni muy simple ni muy lejana del problema original de correccién
de imdgenes. Por otro lado, también se present6 el modelo ROF, modelo que entre los algo-
ritmos presentados sélo puede ser resuelto por AFBS y FAFBS. Al momento de comparar las
formulaciones en base ondiculas y de gradiente discreto, se obtuvieron mejores resultados de
correccién para la formulacién de gradiente discreto, incluso mejorando a FISTA con el modelo
de ondiculas.

Experimentalmente se noté que el algoritmo propuesto, FAFBS, acelera de gran manera su
primera versién AFBS, al ser este un algoritmo para problemas maés generales que los que
resuelve por ejemplo FISTA, seria de gran interés y aporte poder demostrar tedricamente la
convergencia de este método, ya que puede ser aplicado en problemas de otras dreas como se
menciona en [16].

La eleccién de la base de ondiculas fue algo que no se tomé en cuenta. Existen publicaciones
donde se realizan estudios y se proponen métodos para encontrar la mejor base dependiendo
del propésito, [13], [14]. Adicionar estas variantes a los algoritmos puede ser beneficioso. Otro
problema interesante de analizar es identificar el operador de ruido aplicado a la imagen que se
quiere corregir. Los errores que se persiven al capturar una imagen rara vez pueden ser mode-
lados directamente como se ha realizado en estos experimentos. En [15] se propone encontrar
estos operadores mediante un problema de optimizacion.
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Anexos

Presentamos a continuacion ejemplos de los algoritmos EZW y SPIHT, los cuales pueden
ser de utilidad para enfrentar los algoritmos por primera vez. Las iteraciones siguen a partir de
la matriz (2.4) y del orden Z de la Figura 14.

58 |[-35 |51 8 |5 14 -10 5
30025 |12 1413 1 5 -2
15 7 2 95 -10 9 12
-10 6 |-11 5 |7 -2 4 9
-2 11 -1 47|16 6 -2 3 (24)
0 3 -2 0|1 -4 3 1
1 -4 8 2|4 5 3 12
5 11 3 3 1-2 5 4 1

1|2]5 6|17 18] 21 22
3[a|7 8[1920 2324
9 10]1314]25 26 29 30
11 12|15 16| 27 28 3132
33 34 37 3849 50| 53 54
35 36 39 4051 52| 55 56
414245 46|57 58 61 62
43 44 474859 60 63 64

FI1GUuraA 14. Orden Z matriz 8 x 8.

Ejemplo algoritmo EZW

(1) Iniciacién: Tenemos que Cpsx = 58 entonces Tp = 2° = 32. Se fija N < 32y n = 0.
La lista significativa contiene todos los valores de la matriz.
(2.1) Etapa de pixeles significativos:
i) Comenzamos con p; 1 = 58, como |58| > Ty = 32 y 58 > 0 exportamos la letra P,
fijamos p;,1 = 0 y agregamos 58 a nuestra lista significativa.
ii) Seguimos con p; 2 = —35, como | — 35| > Ty = 32 y —32 > 0 exportamos la letra
N, fijamos p1 2 = 0 y agregamos 35 a nuestra lista de significativa.
iii) Para ps1 = —30, tenemos | — 30| < Ty = 32 pero uno de sus descendientes,
|ps.4| = 47| > 32, por lo tanto se exporta la letra Z.
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iv) Para ps o = 25, tenemos 25| < Ty = 32 y todos sus de descendientes menores que
nuestro umbral Ty por lo que se exporta la letra T.
v) Para p; 3 = 51, como |51 > Ty = 32 y 51 > 0 exportamos la letra P y fijamos

p1,3 =0.
Se continta hasta evaluar toda la lista significativa y se obtiene la cadena de letras

P-N-Z-T-P-T-T-T-T-Z-T-T-T-T-T-T-T-P-T-T.
Nuestra lista significativa queda como

[58 35 51 47],

a su vez nuestra la lista de insignificancia expresada como matriz en el orden Z

00| O0 8§ |5 14 -10 5
3012512 -14 13 1 5 -2
% 712 915 -10 9 12
-10 6 |-11 5 |7 -2 4 9
-2 11 -1 0|6 6 -2 3
o 3 -2 0|1 -4 3 1
1 4 8 214 5 3 12
5 11 3 312 5 4 1

(3.1) Etapa de refinamiento: Tenemos nuestra lista significativa [58 35 51 47].

i) Para C' = 58. Fijamos D¢, = 58, tenemos que 58 — 32 > 0 entonces fijamos
D¢, =26. Como 26 > 32/2 = 16 exportamos el valor 1.

ii) Para C = 35. Fijamos D¢, = 58, tenemos que 35 — 32 > 0 entonces fijamos
D¢, = 3. Como 3 < 16 exportamos el valor 0.

iii) Para C = 51. Fijamos D¢, = 58, tenemos que 51 — 32 > 0 entonces fijamos
D¢c, =19. Como 19 > 16 exportamos el valor 1.

iv) Para C = 47. Fijamos D¢, = 58, tenemos que 47 — 32 > 0 entonces fijamos
D¢, = 15. Como 15 < 16 exportamos el valor 0.

Asi exportamos la cadena de nimeros
1-0-1-0.

(4.1) Actualizamos n — n + 1 y continuamos con T} = 32/2 = 16 en el paso (2).

(2.2) Etapa de pixeles significativos:
(i) Comenzamos con p11 = 0, como |0] < T} = 16 pero uno de sus descendientes,
[p2,1] = [29] > 16. Se exporta la letra Z.

(ii) Comenzamos con p;; = 0, como |0] < T7 = 16 y todos sus descendientes son
menores que nuestro umbral T por lo que se exporta la letra T.

(iii) Para po; = —30, tenemos | — 30| > 77 = 16 y —30 < 0 por lo que se exporta la
letra N. Fijamos p2 1 = 0 y agregamos 30 a nuestra lista significativa.

(iv) Para pso = 25, tenemos 25| > T3 = 16 y 25 > 0 por lo que se exporta la letra
P. Fijamos py 2 = 0 y agregamos 30 a nuestra lista significativa. Se continiia hasta
evaluar toda la lista de significativa y se obtiene la cadena de letras

Z-T-N-P-T-T-T-T-T-T-T-T.
Nuestra lista significativa queda como

58 35 51 47 30 25],
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a su vez nuestra la lista de insignificancia expresada como matriz en el orden Z

00| 0 8§ |5 14 -10 5
01012 -14|3 1 5 -2
5 712 915 -10 9 12
-10 6(-11 5 |7 -2 4 9
-2 11 -1 0|6 6 -2 3
o 3 -2 0|1 4 3 1
1 4 8 214 5 3 12
5 11 3 312 5 4 1

(3.2) Etapa de refinamiento: Ahora tenemos nuestra lista significativa [58 35 51 47 30 25].

(i) Para C' = 58. Fijamos Css, = 58. Para j = 0 tenemos que 58 — Ty = 58 — 32 > 0
entonces fijamos Css, = 26. Para j = 1 tenemos que Csg, — 77 =26 — 16 =10 > 0
entonces Css, = 10. Fijamos dsg = 10, como 10 > 16/2 = 8 exportamos el valor 1.

(ii) Para C = 35. Fijamos C35, = 35. Para j = 0 tenemos que 35 — T =35 —32 > 0
entonces fijamos Cs5, = 3. Para j = 1 tenemos que Cs5, — 71 =3 —-16=—-13 <0
entonces Cs5, = 3. Fijamos d35 = 3, como 10 > 16/2 = 8 exportamos el valor 0.

(iii) Para C = 51. Fijamos C51, = 51. Para j = 0 tenemos que 51—-Tp = 51-32 =19 > 0
entonces fijamos Cs5, = 19. Para j = 1 tenemos que Cs;, —T71 =19-16=3 > 0
entonces Css, = 3. Fijamos dgs = 3, como 3 < 8 exportamos el valor 0.

(iv) Para C' = 47. Fijamos Cy7, = 47. Para j = 0 tenemos que 47—T = 47-32=15> 0
entonces fijamos Cy7, = 15. Para j = 1 tenemos que Cy7, =11 =15—-16=-1 <0
entonces Cy7, = 15. Fijamos ds7 = 15, como 15 > 8 exportamos el valor 1.

(v) Para C = 30. Fijamos C3g, = 30. Para j = 0 tenemos que 30—Tp = 30—32 = -2 <
0 entonces fijamos Cy7, = 30. Para j = 1 tenemos que Cy7, =71 = 30—16 =14 > 0
entonces Csp, = 14. Fijamos dsg = 14, como 14 > 8 exportamos el valor 1.

(vi) Para C' = 25. Fijamos Ca;5, = 25. Para j = 0 tenemos que 25—Tp =25-32 = -7 <
0 entonces fijamos Cos, = 25. Para j = 1 tenemos que Cos, — 17 =25-16=9 <0
entonces Cos, = 9. Fijamos dos = 9, como 9 > 8 exportamos el valor 1.

Asi exportamos la cadena de nimeros

1-0-0-1-1-1.
(4.2) Actualizamos n — n + 1 y continuamos con T» = 16/2 = 8 en el paso (2).

2.3) Continuar iterando ... O
(2.3)

Mostramos a continuacién algunas iteraciones de nuestro algoritmo de decodificacion para
los cadenas obtenidas en el ejemplo de codificacién.

(1) Iniciacién: Iniciamos todos los valores de nuestra matriz de reconstruccién como ceros.
Comenzamos con el umbral Ty = 32 que se comenzé la codificacién. Iniciamos con n = 0.

(2.1) Etapa de pixeles significativos: Nuestra lista de letras es P-N-Z-T-P-T-T-T-T-Z-
T-T-T-T-T-T-T-P-T-T.
(i) Tenemos Ly =P adicionar el valor T = 32 a nuestra matriz en la posicién 1.

(ii) Lo =N adicionar el valor —Tp = —32 a nuestra matriz en la posicién 2.

(iii) Ls =Z, hacemos nada.

(iv) Ly =T, esto nos dice que la descendencia de la entrada 4 son nulos. Por ende

bloqueamos las entradas {13, 14,15, 16,49, 50,51, ...,62,63,64}.
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(v) Ls =P adicionar el valor Ty = 32 a nuestra matriz en la posicién 5 que es la posicién
que sigue a ser llenada y no ha sido bloqueada.
(vi) Iterar hasta el final de la lista de letras ...

Al finalizar esta etapa se obtiene la siguiente matriz de reconstruccion:

w
[N
|
w
[N
w
[N}

oo oolooo
oo oolooo

oo oolooo

oo o Yloooo
coocoloococo
coocoloococo
coocoloocoo
coocoloococo

(3.1) Etapa de refinamiento: Recorremos nuestra cadena de nimeros 1-0-1-0. El primer
uno nos dice que debemos sumar Tp/2 = 16 a nuestra primera entrada, el siguiente
valor cero nos dices que no debemos hacer nada con la segunda entrada, el siguiente
uno nos dice que debemos sumar 16 a nuestra entrada ntimero 5, finalmente el tltimo
cero nos dice que no debemos hacer nada con la entrada ntimero 38. Esto reporta la
siguiente matriz de reconstruccién:

48 1-32 148 00 0 0 O
0)0}]0 0]0O 0O OO
0 0]0 0]jO0O O OO
0 0|0 0|0 O OO
0 0 0 32{0 0 0 Of
0o 0 0 0]j0 0O 0O
0 0 0 0]j0 0O OO
0 0 0 0|0 0O 0O

(4.1) Iterar: Continuar con n — n + 1 = 1 actualizar T} = T/2 = 16 e ir al paso (2).

(2.2) Etapa de pixeles significativos: Esta etapa entrega la matriz

48 [-32 148 010 0 0 O
-16 (16 | 0 00 0 0 O
0 0j]0 0]j0O 0O OO
0 00 0|0 0O 0O
0 0 0 32/0 0 0 OF
0 0 0 0]0 0O 0 O
0 0 0 0]jJ0 0O 0O O
0 0 0 0|0 0O 0 O
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(3.2) Etapa de refinamiento: Al finalizar esta etapa se reporta la matriz

56 [-32 148 00 0 0 O
2412410 01]0 0 0 O
0 0,0 00 0 OO
0 0,0 00 0 OO
0 0 0 400 0 0 O
0 0 0 0|0 0 0 O
0 0O 0 00 0 0O
0 0O 0 00 0 0O

(4.2) Tterar: Continuar con n — n + 1 = 2 actualizar T, = T1/2 = 8 e ir al paso (2).

(2.3) Continuar iterando ... O

Ejemplo algoritmo SPITHT

Presentamos a continuacién una iteracion del algoritmo codificacién SPTHT para nuestra
matriz de Ejemplo (2.4).

(1) Iniciacién: Comenzamos con el umbral Ty, = 32, iniciamos con n = 0, LSP= { },
LIP= {(0,0), (0,1),(1,0),(1,1)}, LIS= {(0,1)A, (1,0)A, (1,1)A}.

(2) Etapa de clasificacién:

(2.1)

Comenzamos con (i,7) = (1,1), p1,1 = 58 entonces S32(1,1) =1y 58 > 0 por lo
tanto exportamos la letra P y movemos el (0,0) a nuestra lista LSP.

Seguimos con (%,5) = (1,2), p1,2 = —35 entonces S32(1,2) = 1y —35 < 0 por
lo tanto exportamos la letra N y movemos el (0,1) a nuestra lista LSP.

Continuamos con (4,7) = (2,2), p21 = —30 entonces Ss32(2,1) = 0 por lo tanto
exportamos el valor 0.

Finalmente para (i,7) = (2,2), p22 = 25 entonces S32(2,2) = 0 por lo tanto
exportamos el valor 0.

Pasamos a la siguiente etapa con las listas LIS= {(1,2)A4,(2,1)A4,(2,2)A}, LIP=
{(2,1),(2,2)}, LSP= {(1,1),(1,2)}. Por ahora nuestra lista de letras es P-N-0-0.

Comenzamos con (4,j) = (1,2) cual entrada es tipo A. Tenemos que D(1,2) =
{(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)} y para estas coordenadas los valores en la matriz son
51,8,12 y —14 respectivamente, por lo tanto Ss32(D(1,2)) = 1 y entonces debemos
revisar cada uno de estos elementos. Para (k,I) = (1,3) tenemos p1,3 = 51 por
lo tanto S32(1,3) = 1 entonces agregamos (k,l) a la lista LSP y exportamos P
ya que 51 > 0. Para (k,I) = (1,4) tenemos p1 4 = 8 por lo tanto S32(1,4) = 0
asi agregamos (k,!) al final de la lista LIP, esto mismo ocurre para (k,1) = (2, 3)
y (k,1) = (2,4) pues pa3 = 12 y pa 4 = —14 entonces S32(2,3) = S32(2,4) = 0.
Como £L(1,2) # () debemos mover (1,2) al final de la lista LIS como entrada tipo B.

Ahora, debemos hacer el mismo proceso anterior para (i,7) = (2,1) ya que es
tipo A, luego se continta con (4, j) = (2,2) tipo A, de igual manera. Se debe seguir
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con este proceso hasta terminar con esta lista, es importante notar que esta se va
actualizando y también se debe pasar por estos valores nuevos.

Al finalizar esta etapa se obtiene
o LIS={(2,2)A,(1,2)B,(3,1)A, (4,1)A, (4,2) A},
o LIP= {(,1)( 2),(1,4),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(4,1), (4,2),
(5,1), (6,3), (6.4)},
o LSP={(1,1),(1,2),(1,3),(5,3)}.

La lista de letras a exportar es
P-N-0-0-1-P-0-0-0-1-0-0-0-0-0-0-1-0-1-0-P-0-0-0-0.

(3) Etapa de refinamiento: Esta etapa es andloga a la etapa de refinamiento del algorit-
mo EZW pero con los valores correspondientes a las coordenadas de la lista LSP (que
son los mismos del ejemplo del algoritmo EZW). Como primera iteracién se reporta la
lista de nimeros

1-0-1-0.
(4) Iterar: Pasamos a n = 2, entonces Ty = T,,/2 = 16 ¢ ir al paso (2).

(2) Continuar iterando ... O
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